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 سومفصل 

 مولدهای اعداد تصادفی یکنواخت

 مولدهای اعداد تصادفی

موادهای تصادفی برای تولید اعداد تصادفی به کار میروند. از اعداد تصادفی تولید شده برای سیمولۀ پارارمترهای تصادفی استفاده 

ر کلی دارای استقلال و یکنواختی باشند. به طومیشود. اعداد تصادفی تولید شده میتوانند از توزیع خاصی پیروی کنند یا اینکه 

 را به دو دسته تقسیم کرد: میتوان مولدهای تصادفی

 یکنواختغیرمولدهای اعداد تصادفی  (1

هر عدد تصادفی نمونۀ مستقلی  اعداد دارای خاصیت استقلال و یکنواختی هستند.: مولدهای اعداد تصادفی یکنواخت (2

یوسته میتوان است. به عنوان استقلال یکنواختی و خواص توزیع آماری پ 1و  0از یک توزیع آماری یکنواخت با پارامترهای 

 چنین گفت:

مشاهده،  Nقسمت مساوی تقسیم شود، انتظار میرود که از  n( به 1و0اگر بازۀ )الف( 
𝑵

𝒏
 (یکنواختیدر هر بخش قرار گیرد ) 

 (استقلال) احتمال حصول یک مشاهده در هر بخش مستقل از سایر مشاهدات است ب(
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 مولدهای همنهشتی -1

به  cهمنهشت است با  aو میگوییم  برابر باشد mگوییم، اگر باقیماندۀ تقسیم آنها بر  mرا همنهشت مدول  cو  aدو عدد 

m .           𝑎پیمانۀ  ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

18       هم نهشت هستند. 5به پیمانۀ  1و  11 مثال( ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 5) 

𝑐در این فرمول اگر فرمول کلی زیر اساس مولدهای همنهشتی را تشکیل میدهد.  > باشد روش هم نهشتی مرکب و اگر  0

𝑐 =  باشد، همنهشتی ضربی خواهد بود. 0

𝑿𝒊+𝟏 = (𝒂𝒙𝒊 + 𝒄)𝒎𝒐𝒅 𝒎 

 مولد همنهشتی مرکب .أ

𝑿𝒊+𝟏 = (𝒂𝒙𝒊 + 𝒄)𝒎𝒐𝒅 𝒎    𝒊 = 𝟏, 𝟐,… , 𝒄 > 𝟎 

𝑎𝑥𝑖نیاز داریم و تقسیم ) 𝑋0در این فرمول برای تولید رشتۀ اعداد تصادفی به  + 𝑐 بر )m  آنقدر ادامه می یابد تا باقیماندۀ آن

شروع میشود که به آن مقدار اولیه  𝑋0برابر مقدار این باقیمانده میگردد لذا پروسه با  𝑥𝑖+1پس عدد بعدی  کمتر شود. mاز 

𝑋𝑖+1میگویند. از نظر جبری مولد رابطه عبارت است از  = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑐 −𝑚𝑘𝑖+1  که𝑘𝑖  عدد صحیح موجود معرف بزرگترین

در 
𝑎𝑥𝑖+𝑐

𝑚
 می باشد. 
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𝑚و پارامترهای  هم نهشتی مرکببا روش  مثال( = 7, 𝑥0 = 3, 𝑐 = 3, 𝑎 = مولدی نوشته و اعداد تصادفی تولید  5

𝑿𝒊+𝟏           کنید. = (𝒂𝒙𝒊 + 𝒄)𝒎𝒐𝒅 𝒎 

𝑋𝑖+1 = (5𝑥𝑖 + 3)𝑚𝑜𝑑 7 

7 6 5 4 3 2 1 0 i 
4 3 0 5 6 2 4 3 𝑋𝑖 
4 3 0 5 6 2 4 𝑅𝑖 

تغییر کنند، دورۀ مولد  cو  aاست. اگر پارامترهای  r=6( میگویند که در این مثال rبه فاصلۀ تکرار اعداد تولیدی دورۀ مولد )

 هم تغییر میکند.

𝑚و پارامترهای  هم نهشتی مرکببا روش  مثال( = 7, 𝑥0 = 3, 𝑐 = 10, 𝑎 =  مولد اعداد تصادفی را ایجاد کنید. 18

𝑿𝒊+𝟏 = (𝒂𝒙𝒊 + 𝒄)𝒎𝒐𝒅 𝒎  
                    
⇒       𝑿𝒊+𝟏 = (𝟏𝟖𝒙𝒊 + 𝟏𝟎)𝒎𝒐𝒅 𝟕   

 

 

 

8 7 6 5 4 3 2 1 0 i 
0 1 3 0 1 3 0 1 3 𝑋𝑖 
0 1 3 0 1 3 0 1 𝑅𝑖 
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 کوتاهی دارد پس این مولد خوبی به حساب نمی آید. دورۀ مولداست یعنی  r=3در این مثال 

𝑚و پارامترهای  هم نهشتی مرکببا روش  مثال( = 10, 𝑥0 = 3, 𝑐 = 7, 𝑎 =  مولد اعداد تصادفی را ایجاد کنید. 11

𝑿𝒊+𝟏 = (𝒂𝒙𝒊 + 𝒄)𝒎𝒐𝒅 𝒎  
                    
⇒       𝑿𝒊+𝟏 = (𝟏𝟏𝒙𝒊 + 𝟕)𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎   

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 i 
0 3 6 9 2 5 8 1 4 7 0 3 𝑋𝑖 
0 3 6 9 2 5 8 1 4 7 0 𝑅𝑖 

 خوبی به حساب می آید. دورۀ تناوبش زیاد است پس مولد

باشند، پس برای آنکه دامنۀ اعداد  m-1تا  0محدودۀ اعداد تولیدی را مشخص میکند یعنی اعداد تولیدی میتوانند از  mعدد 

 بشود، r=mاگر بخواهیم ماکزیمم دورۀ مولد را داشته باشیم یعنی را بزرگ انتخاب کنیم.  mتولیدی زیاد باشد لازم است 

ثالثاً اگر  ،یک بشود kبر   aباقیماندۀ تقسیم است،  m یک عامل kثانیاً اگر ، نسبت به هم اول باشند mو  aاولاً باید 

𝛂  طول کلمۀ حافظه باشد، رابطۀ(𝒂𝒙𝒊 + 𝒄) < 𝟐
𝜶 برقرار باشد. 

]در محدودۀ  𝑥𝑖و  𝑥𝑖+1ادعا شده است که ضریب همبستگی زوجهای صحیح متوالی 
1

𝑎
− (

6𝑐

𝑎𝑚
) (1 −

𝑐

𝑚
)] ±

𝑎

𝑚
قرار  

𝑎به صورت  aدارد و انتخاب  = √𝑚چکترین مقدار ضریب همبستگی پیوسته مرتبۀ یک بینوک 𝑥𝑖+1  و𝑥𝑖 .خواهد بود 
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 مولد همنهشتی ضربی .ب

𝑋𝑖+1اگر در فرمول کلی همنهشتی یعنی = (𝑎𝑥𝑖 + 𝑐)𝑚𝑜𝑑 𝑚  قرار دهیم 𝑐 = آنگاه فرمول حاصل مربوط به  0

𝑋𝑖+1        همنهشتی ضربی خواهد بود یعنی: = (𝑎𝑥𝑖) 𝑚𝑜𝑑 𝑚 

𝑚با استفاده از روش همنهشتی ضربی با پارامترهای مثال(  = 15, 𝑥0 = 3, 𝑎 =  مولد اعداد تصادفی را به دست آورید.، 7

𝑋𝑖+1 = (7𝑥𝑖) 𝑚𝑜𝑑 15 

5 4 3 2 1 0 i 
6 3 9 12 6 3 𝑋𝑖 
6 3 9 12 6 𝑅𝑖 

𝑚چون  =  خواهند بود. 11و  0پس تمام اعداد تصادفی تولید شده بین  15

  روش همنهشتی ضربی از روشهای خوب و مناسب است و به آزمونهای یکنواختی و استقلال پاسخ مثبت داده است.

 اختیار کرد؟  0xو  a ،mچگونه میتوان مقادیر بهینه تر برای پارامترهای  سوال(

 کرد که عملکرد مولد به نوع کامپیوتر انتخابی بستگی داشته باشد. به صورت زیر:میتوان مولدهای دیگری هم تولید 

𝒎   باید فرد باشد. 0xپارامتر  = 𝟐𝒓  (𝒓 > 𝟐)   𝒂 = 𝒌. 𝟖 ±  یک عدد صحیح مثبت است. kکه  𝟑
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را است. برای تبدیل به یک مولد خوب تصادفی، بهتر است پارامترها  2𝑟−2دورۀ توالی تصادفی های تولیدی حداکثر و معادل 

 زیر انتخاب کنیم:به شکل 

بیتی  23( انتخاب گردد. مثلاً اگر wordبزرگترین عدد صحیح داخل یک کلمه کامپیوتر )یکی بیشتر از  mپارامتر  (1

231میشود:          است و با ارزش ترین بیت، بیت علامت است پس بزرگترین عدد − 1 = 2147483647 

𝑚میشود:  mپس مقدار  = 𝑚                      میشود:  mیعنی  2147483648 = 2𝑤𝑜𝑟𝑑𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ−1 

رخ میدهد و فقط باقیماندۀ نامشخص داریم که در بعضی از زبانها مثل  overflowبزرگتر باشد، سرریز یا  wordاز  mاگر 

 فرترن هیچ عملی صورت نمیگیرد.

در نظر گرفته  0xعدد صحیح مثبت فرد برای پارامتر  ،است 3توانی از  mباید اول باشد چون  mنسبت به  0xپارامتر  (3

 های تولیدی زوج خواهند بود. ixزوج باشد تمام   0xمیشود. چون اگر پارامتر 

a          :𝑎عدد فرد است. بهترین انتخاب برای  aاول باشد و  mکه باید نسبت به  aانتخاب صحیح  (2 = 𝑘. 8 ± 3 

بیتی است طول کلمه  23مثلاً اگر کامپیوتر  تعداد بیتهای کلمۀ ماشین است. bقرار بگیرد که در آن  2𝑏/2که در محدودۀ 

𝑎 = 216 + 3 =  انتخاب میشود. 65539

 از آن استفاده میکنند. GPSSو  SIMSCRIPTاین روش از بهترین روشها برای تولید اعداد تصادفی است و زبانهای 
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 (1همنهشتی تجمعی )مولد  .ج

 این چنین است:که معادلۀ آن  𝑋0و  𝑋1در این روش با استفاده از دو عدد قبلی، عدد مورد نظر تولید میشود یعنی با شروع از 

𝑋𝑖+1 ≡ (𝑋𝑖 + 𝑋𝑖−1) 𝑚𝑜𝑑 𝑚       𝑖 = 1, 2,… 

 و رفتار شناخته شده ای ندارد.روش مناسبی نیست چون سرعتش پایین است. به آزمونهای آماری پاسخ مثبتی نداده است 

𝑋1( و پارامترهای 1با روش همنهشتی تجمعی ) مثال( = 𝑋0و  7 =  (?=m) اعداد تصادفی تولید کنید. 3

4 3 2 1 i 

7 1 7 3 𝑋𝑖−1 

7 7 1 7 𝑋𝑖 
 7 7 1 𝑋𝑖+1 

 7 7 1 𝑅𝑖 
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مثلاً اگر پارامترهای  ( با انتخاب خاصی به دنباله های شناخته شده ای دست می یابیم1در روش همنهشتی تجمعی ) مثال(

𝑋1 = 𝑋0و  1 =  دنبالۀ فیبوناتچی تولید میشود. باشند، آنگاه 0

4 3 2 1 i 

2 1 1 0 𝑋𝑖−1 
3 2 1 1 𝑋𝑖 
5 3 2 1 𝑋𝑖+1 
5 3 2 1 𝑅𝑖 

 

 (2مولد همنهشتی تجمعی )  .د

و حرکت از طرفین، اعداد تصادفی تولید میشوند. رفتار شناخته شده ای ندارد و برای شروع عددی  nبا استفاده از یک سلسله 

,𝑥1باید رشتۀ  𝑥2, … , 𝑥𝑛 .را داشته باشیم و در واقع با استفاده از جویباری از اعداد به تولید تصادفی میرسیم 

𝑿𝒊 ≡ (𝑿𝒊−𝟏 + 𝑿𝒏−𝒊) 𝒎𝒐𝒅 𝒎 ,           𝒊 = 𝟏, 𝟐,… , 𝒏,                𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏   

 ابتدایی وابسته است.چون عمل ضرب نداریم بسیار سریعتر عمل میکند ولی در کل رفتارش به رشتۀ 
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 اعداد تصادفی تولید کنید. 11، 13، 18، 21، 55و رشتۀ  m=100( و 3با روش همنهشتی تجمعی) مثال(

𝑋6 = (𝑋1 + 𝑋5) 𝑚𝑜𝑑 100 = 73 𝑚𝑜𝑑 100 = 73 

𝑋7 = (𝑋6 + 𝑋2) 𝑚𝑜𝑑 100 = 107 𝑚𝑜𝑑 100 = 7 

𝑋8 = (𝑋7 + 𝑋3) 𝑚𝑜𝑑 100 = 96 𝑚𝑜𝑑 100 = 96 

 

 مولد میان مربعی -2

( در نظر 0xاین روش توسط وان نیومن و متراپلیس ارائه شد. روش کار به این صورت است که ابتدا یک عدد اولیه به نام هسته )

میرسانیم، بعد ارقام میانی آن را انتخاب  3این عدد محور عملیات قرار میگیرد به این ترتیب که این عدد را به توان میگیریم. 

حالا برای انتخاب ارقام میانی، رقم میشود،  2nرقم باشد، مربع هسته  nمیکنیم. مثلاً اگر هسته 
𝑛

2
رقم از سمت راست و  

𝑛

2
رقم  

سط که باقی مانده است را انتخاب میکنیم و به صورت ممیزدار کوچکتر از یک به عنوان عدد رقم و nو  از چپ را حذف میکنیم

 البته رقم انتخابی هم میشود هستۀ مرحلۀ بعد. این روال را به دفعات تکرار میکنیم. nآن تصادفی آن مرحله انتخاب میشود. 

ممکن است صفرهای تولیدی انتشار یابند و عدد حاصل را به صفر  0xنامناسب انتخاب هستۀ اولیه مهم است چون با انتخاب 

 میل دهند.
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آماری به حساب نمی آید چون برای عملکرد مطلوب الگوریتم ندی است. از آزمونهای موفق روش میان مربعی در کل روش کُ

 باعث بروز مشکل شود. iRلیدی نمیتوان قانونی پیدا کرد. در ضمن اشکالاتی دارد که ممکن است در خروجی تو 0xجهت تولید 

 به عنوان هسته 54970X=رقم وسط را باید انتخاب کنیم. شروع از  1رقمی داریم پس  1گسترۀ  مثال(

𝑋0 = 5497 

𝑋0
2 = 30217009 

                     
⇒       𝑋1 = 2170 

                      
⇒       𝑅1 = 0.2170 

𝑋1
2 = 04708900 

                     
⇒       𝑋2 = 7089 

                      
⇒       𝑅2 = 0.7089 

𝑋2
2 = 50211396

                     
⇒       𝑋3 = 2113

                      
⇒       𝑅3 = 0.2113 

𝑋3
2 = 04464769 

                     
⇒       𝑋4 = 4647

                      
⇒       𝑅4 = 0.4647 

… 

 )انتشار صفرها( را انجام دهید. 5185تصادفی تولیدی با روش میان مربعی با عدد محوری  مثال(

𝑋0 = 5197 

𝑋0
2 = 27008809 

                     
⇒       𝑋1 = 0088 

                      
⇒       𝑅1 = 0.0088 
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𝑋1
2 = 00007744 

                     
⇒       𝑋2 = 0077 

                      
⇒       𝑅2 = 0.0077 

𝑋2
2 = 00005929

                     
⇒       𝑋3 = 0059

                      
⇒       𝑅3 = 0.0059 

𝑋3
2 = 00003481 

                     
⇒       𝑋4 = 0034

                      
⇒       𝑅4 = 0.0034 

 

هیچ تولیدی ممکن است نداشته باشیم. مثلاً اگر  ixیا تولید میانی نامناسب  0xدر روش میان مربعی، با انتخاب نامناسب  نکته:

 عدد محوری تولیدی صفر باشد، عملیات تولید اعداد تصادفی متوقف میگردد.

 

انند مثال زیر م تولید اعداد میانی ممکن است در یک حلقۀ تکرار قرار بگیرد و مولد یک عدد تصادفی تکراری تولید کند. نکته:

𝑋0                        تولید عدد تصادفی تکرار میشود و باید متوقف گردد.   1500که با رسیدن به عدد محوری  = 6500 

𝑋0
2 = 42250000

                     
⇒       𝑋1 = 2500 

                      
⇒       𝑅1 = 0.2500 

𝑋1
2 = 06250000 

                     
⇒       𝑋2 = 2500 

                      
⇒       𝑅2 = 0.2500 

𝑋2
2 = 06250000

                     
⇒       𝑋3 = 2500

                      
⇒       𝑅3 = 0.2500 
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 روش میان ضربی -3

, 𝒙𝟎در این روش با دو عدد با تعداد ارقام مساوی ) 𝒙́𝟎.این دو عدد را در هم ضرب میکنیم بعد ارقام  ( کار را شروع میکنیم

به عنوان عدد  1عدد به صورت ممیزدار کوچکتر از . این میانی حاصل ضرب را انتخاب میکنیم )مشابه روش میان مربعی(

و ناهنجاری های روش  تصادفی این مرحله انتخاب میشود. در کل روش کُندی است و به آزمونهای آماری پاسخ مثبتی ندارد

 میان مربعی را دارد منتها برای دو عدد محوری به جای یک عدد محوری.

 

𝑋0با هسته های با روش میان ضربی اعداد تصادفی را  مثال( = 𝑋́0و  7229 =  ایجاد نمایید. 2938

𝑈1 = 𝑋0 × 𝑋́0 = (7229)(2938) = 21238802 
                
⇒     𝑋1 = 2388 

             
⇒    𝑅1 = 0.2388 

𝑈2 = 𝑋0 × 𝑋1 = (7229)(2388) = 17262852 
                
⇒     𝑋2 = 2628 

             
⇒    𝑅2 = 0.2628 

𝑈3 = 𝑋1 × 𝑋2 = (2388)(2628) = 06275664 
                
⇒     𝑋3 = 2756 

             
⇒    𝑅2 = 0.2756 
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 روش ثابت میان ضربی )مضرب ثابت( -4

این روش تفاوت کمی با روش میان ضربی دارد و عدد تصادفی از حاصل ضرب یک عدد در یک مقدار ثابت و سپس انتخاب 

با تعداد ارقام  kثابت و یک  0xیعنی یکی از اعداد محوری، ثابت فرض میشود پس میشود شروع از  ارقام میانی به دست می آید.

𝑿𝒊+𝟏   یکسان.  = 𝑲.𝑿𝒊 

 

𝑥0از روش مضرب ثابت با  مثال( = 𝑘و  7223 =  اعداد تصادفی را تولید کنید. 3987

𝑋1 = 𝑘 × 𝑥0 = 3987 × 7223 = 28798101   ,    𝑥1 = 7981  ,   𝑅1 = 0.7981 

𝑋2 = 𝑘 × 𝑥1 = 3987 × 7981 = 31820247   ,    𝑥2 = 8202  ,   𝑅2 = 0.8202 

این روش، روش کُندی است و به آزمونهای آماری پاسخ مثبت نداده است. همان ایرادهای روش میان ضربی را دارد و عملکردش 

 بستگی دارد. kتا حدی به ثابت 
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 به طور خلاصه داریم:

 آیا به آزمونهای آماری پاسخ مثبتی داده است؟ مولد اعداد تصادفی یکنواخت

  همنهشتی مرکب

 بله ضربیهمنهشتی 

 خیر (1همنهشتی تجمعی )

 خیر (2همنهشتی تجمعی )

 خیر میان مربعی

 خیر میان ضربی

 خیر مضرب ثابت ) ثابت میان ضربی(

 

 

 

 

 



 

شبیه سازی کامپیوتری 3فصل  دانشکده فنی حرفه ای کوثر ملایر   پوردشتیمینا حسین   

16 

 آزمون اعداد تصادفی -5

: یکنواختی و استقلال که این دو ویژگی باید آزمایش شده و صحتشان مشخص ویژگی دارد 3سلسلۀ اعداد تصادفی تولیدی 

یعنی اینکه بررسی شود که اعداد به صورت یکنواخت توزیع شده اند و تکرار اعداد از استقلال برخوردار است و اینکه گردد. 

وجود نداشته باشد. هر دوی این ویژگی ها باید وجود داشته باشند. برای بررسی این دو ویژگی آزمونهای گی خاصی تپیوس

 یشویم.مختلفی وجود دارد که در ادامه با آنها آشنا م

 

 (Frequency) آزمون فراوانی .أ

از روش های رود رخ ندهد. یعنی تکرار آنها بیش از آنچه انتظار می سلسله اعداد تصادفی را انجام میدهد. یکنواختیآزمون 

می باشد. روش کای دو مناسب نمونه های بیش از  آزمون کولموگروف اسمیرنوفو  آزمون کای دو )خی دو(مناسب آن 

 می باشد و جداول آماری خاص خود را دارد. 50و روش کولموگروف اسمیرنوف مناسب نمونه های کمتر از  50
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 (RUN) آزمون امتداد .ب

امتداد دنباله به طرف بالا )افزایش( یا پایین )کاهش( به وسیلۀ مقایسۀ  سلسله اعداد تصادفی را انجام میدهد.استقلال آزمون 

 استفاده میکند. جدول آماری کای دومقادیر واقعی با مقادیر انتظاری است )حرکت زیر یا بالای میانه(. از 

 

 (Autocorrelation) آزمون همبستگی .ج

همبستگی بین اعداد تولیدی با نمونه ها مقایسه میشود و انتظار  سلسله اعداد تصادفی را انجام میدهد. استقلالآزمون 

 استفاده میکند. جدول آماری کای دوهمبستگی صفر دارد. از 

 

 (Gap) شکاف -آزمون فاصله .د

سلسله اعداد تصادفی را انجام میدهد. این امر را با شمارش تعداد ارقامی که بین تکرارهای یک رقم خاص ظاهر استقلال آزمون 

 برای مقایسه با تعداد فواصل منتظره استفاده میکند. کولموگروف اسمیرنوف جدول آماریمیشود، صورت میدهد. از 
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 (Poker) آزمون پوکر .ه

اعداد گروه بندی شده را با هم مانند دستۀ پوکر بحث میکند و سپس  انجام میدهد. سلسله اعداد تصادفی رااستقلال آزمون 

 استفاده میکند. جدول آماری کای دودسته های یافت شده با دسته های انتظاری مقایسه می گردند. از 

 

 به طور خلاصه در جدول زیر داریم:

 

 

 آماری ای که استفاده می کندجدول  آزمونی که روی سلسله اعداد تصادفی انجام می دهد آزمون

 (55>( ، کولموگروف اسمیرنوف  )55<کای دو ) یکنواختی توزیع فراوانی

 کای دو استقلال امتداد

 کای دو استقلال همبستگی

 کولموگروف اسمیرنوف استقلال شکاف-فاصله

 کای دو استقلال پوکر
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 یکنواختی و استقلال -6

 رد:کیکنواختی و استقلال را میتوان به صورت زیر تعریف 

 الف( یکنواختی و عدم یکنواختی:

𝑯𝟎: 𝑹𝒊  ∽ 𝒖[𝟎,  یکنواختی   [𝟏

𝑯𝟏: 𝑹𝒊  ≁ 𝒖[𝟎,  عدم یکنواختی   [𝟏

 ب( استقلال و عدم استقلال:

𝑯𝟎: 𝑹𝒊  ∽  استقلال    ، استقلال

𝑯𝟏: 𝑹𝒊  ≁  وابستگی    ، استقلال

نسبت  αرا به  0.05یا  0.01)احتمال( تعریف میکنیم که معمولاً مقادیر  𝛂با استفاده از استقلال یکنواختی یک ضریب 

𝛼              میدهیم.   = 𝑃(
𝐻0 رد

𝐻1 صحت
) 
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 وانجام شود سری آزمون  100این ضریب در واقع احتمال رد شدن آزمونی را روی یک سری اعداد مشخص میکند. مثلاً اگر 

α = آزمون رد شود، پس به عبارت دیگر میتوان گفت با ضریب  1باشد یعنی احتمال میرود که این سری اعداد از  0.01

𝑃اطمینان  = 1 − 𝛼 = بررسی و تأیید شود یعنی اگر یک مولد به نتیجۀ عمل مطمئن بود. البته حتماً خروجی باید  0.99

ادفی بودنش نیست چون شاید از الگوی خاصی پیروی میکرده که قبلاً تصادفی به تمامی آزمونها پاسخ مثبت داد باز دلیل تص

 بروز نکرده است.

 آزمون فراوانی .أ

 جهت آزمون یکنواختی دو روش متفاوت وجود دارد که درجه توافق بین تفکیک نمونه ها و انتظار ما را برآورده میکند. 

 اسمیرنوف-روش کولموگروف 

𝑁های تولیدی استفاده میشود و مناسب نمونه های کم است )این روش برای آزمون یکنواختی تصادفی  ≤ 50). 

𝐹(𝑥) = 𝑥      0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

,𝑅1باشد، داریم:                                                          Nتولیدی چنانچه تعداد نمونه های تصادفی  𝑅2, … , 𝑅𝑁 

 𝑆𝑁(𝑥)  :عبارت است از                                              𝑆𝑁(𝑥) =
تعداد اعداد 𝑅1,𝑅2,…,𝑅𝑁 که کوچکتر یا مساوی 𝑥 هستند

𝑁(کل نمونه)
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فاصلۀ  Dاستوار است.  Dاین آزمون بر اساس بیشترین مقدار را میدهد.  F(x)تقریب بهتری از  𝑆𝑁(𝑥)بزرگتر شود،  Nهرچه 

𝐷                                             است.  Nاست و تابعی از  F(x)و  𝑆𝑁(𝑥)بین  = max|𝐹(𝑥) − 𝑆𝑁(𝑥)|  

 روش:

 کوچکترین مقدار را دارد.( R(1))فرض میکنیم  مرتب کردن اعداد تصادفی تولیدی )نمونه ها( از کوچکتر به بزرگتر (1گام 

 به شرح زیر: −𝐷و  +𝐷محاسبۀ  (2گام 

𝐷+ = max
1≤𝑖≤𝑁

{
𝑖

𝑁
− 𝑅(𝑖)}                  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

𝐷− = max
1≤𝑖≤𝑁

{𝑅(𝑖) −
𝑖 − 1

𝑁
}                 

𝐷−  :                                                                              𝐷و  +𝐷محاسبۀ ماکزیمم  (3گام  = max (𝐷+, 𝐷−) 

 .Nو نمونه های  αاز جدول آماری آزمون در سطح  D𝛼تعیین مقدار بحرانی  (4گام 

𝐷: )بزرگتر باشد، یکنواختی نمونه ها تایید نمیشود D𝛼)نمونه ها( از مقدار بحرانی  Dاگر مقدار آماری ( 5گام  ≤ 𝐷𝑎) 
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𝐷اگر  صحت بررسی: ≤ 𝐷𝑎 { باشد یعنی اختلافی بین توزیع صحیح نمونه ها𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑁 و توزیع یکنواخت وجود }

 هستند.ندارد و لذا یکنواخت 

αعدد تصادفی زیر تولید شده اند، با استفاده از مراحل تست کولموگروف اسمیرنوف با سطح  5فرض کنید  مثال( = 0.05 

 0.93 ,0.05 ,0.14 ,0.81 ,0.44                                 در رابطه با نمونه ها بررسی یکنواختی آن را آزمون کنید.

 (3و  1گام 

0.93 0.81 0.44 0.14 0.05 𝑅(𝑖) 

1 0.8 0.6 0.4 0.2 
𝑖

𝑁
 

0.07 - 0.16 0.26 0.15 
𝑖

𝑁
− 𝑅(𝑖) 

0.13 0.21 0.04 - 0.05 𝑅(𝑖) −
𝑖 − 1

𝑁
 

 D = 0.26 (2گام  

𝐷𝛼 از جدول آماری آزمون 𝐷0.05( یافتن 1گام  = 0.565 

𝐷( چون 5گام  ≤ 𝐷𝑎 (0.26≤  پس نمونه ها دارای توزیع یکنواخت هستند. ( است0.565
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 ( مقادیر بحرانی کولموگرف اسمیرنوف1 -4 شکل
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 𝑺𝑵(𝒙)   و F(𝜶)( مقایسۀ 2 -4 شکل
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 )آزمون کای دو )خی دو 

عدد  50این آزمون برای تعیین یکنواختی اعداد و ارتباط با مشاهدات و انتظار بسیار خوب است. برای نمونه های بیشتر از 

اساس این روش بر تقسیم بندی دسته های مشاهدات است. فراوانی اعداد تصادفی تولیدی در هر دسته را با استفاده میشود. 

دسته ها هیچ گونه روی هم افتادگی نباید داشته باشند و تعداد دسته ها باید را می سنجد. فراوانی انتظار مقایسه و نزدیکی آنها 

𝒄𝒉𝒊𝟐                                              یا بیشتر باشد. بعد کای دو را به صورت زیر می یابیم: 2 = ∑
(𝑶𝒊−𝑬𝒊)

𝟐

𝑬𝒊

𝒌
𝒊=𝟏 

دسته هاست. هرچه مشاهدات و انتظارات از یکدیگر فاصله بگیرند، مقدار کای دو مجموع اختلاف مشاهدات و رخدادها در 

(𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)
صفر میشود. روال کار از این  𝑐ℎ𝑖2افزایش می یابد و اگر این دو مقدار یکسان باشند،  𝑐ℎ𝑖2بیشتر میشود و لذا  2

 قرار است:

  نمونه ها بهn  دسته تقسیم میگردند که باید𝑛 ≥  باشد. 3

 𝑂𝑖  تعداد مشاهدات درi .امین دسته است 

 𝐸𝑖  انتظار مشاهده در تعدادi .امین دسته است 

   𝐸𝑖 =
𝑁

𝑛
 تعداد کل نمونه های مشاهده شده است )انتظار مشاهدۀ یکسان( Nکه در آن  

  نیاز به جدول کای دو است که مقدار بحرانی را از آن بیابیم تا با𝑐ℎ𝑖2 .مقایسه شود 

  اگر𝑐ℎ𝑖2 .مشاهده شده، از مقدار بحرانی از جدول کوچکتر باشد یکنواختی نمونه ها صحیح است 
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 ( یافتن مقدار بحرانی از جدول بر اساس درجۀ آزادیV=n-1 و پارامتر )𝛼 

𝑐ℎ𝑖2( درجه آزادی است.اگر n-1تقریباً توزیع کای دو با ) 𝑐ℎ𝑖2میتوان گفت که توزیع نمونه های  ≤ 𝑐ℎ𝑖𝑣,𝑝
باشد، آزمون  2

 یکنواختی تایید میشود.

αبا  𝑐ℎ𝑖2استفاده از آزمون  مثال( =  نمونه را انجام بدهید. 5000برای آزمون توزیع یکنواخت جهت  0.05

  100تقسیم بندی اعداد به دسته های ( تاییn=10) 

  کل دسته های موجودn=10 .می باشد 

  کل مشاهداتN=5000 

  انتظار مشاهده در هر دسته 𝐸𝑖 =
5000

10
= 500 

  مقدار بحرانی𝑐ℎ𝑖𝑣,𝑝
2 
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(𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)
2

𝐸𝑖
 (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)

2  𝐸𝑖 𝑂𝑖 محدوده i 

2.048 1024 500 468 0-99 1 

0.722 361 500 519 100-199 2 
0.8 400 500 480 200-299 3 

0.05 25 500 495 300-399 4 
0.128 64 500 508 400-499 5 

10.952 5476 500 426 500-599 6 
0.018 9 500 497 600-699 7 
0.45 225 500 515 700-799 8 

2.738 1369 500 463 800-899 9 

1.682 841 500 529 900-999 10 

 

 𝑐ℎ𝑖2 = p=1-αیافتن ، v=9، درجۀ آزادی  19.588 = 𝑐ℎ𝑖9,0.95یافتن ، 0.95
2 =  از روی جدول مربوطه 16.9

19.588چون  ≥  است پس نمونه ها دارای توزیع یکنواختی نیستند و تایید نمیشوند. 16.9
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 ( توزیع کای دو3 -4 شکل
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 (RUN Test) آزمون امتداد .ب

این آزمون برای بررسی استقلال نمونه ها است و اساس آن بر امتداد اعداد است. افزایش یا کاهش مشاهده ها در سری تولیدی 

آزمون را سپری میکند. مقداری را از آزمون به دست می آوریم و با مورد بررسی قرار میگیرد و به عنوان توالی وقایع اتفاقی 

 ول کای دو مقایسه میکنیم.مقدار بحرانی به دست آمده از جد

میگذاریم.  Tیا  –و اگر از عدد بزرگ به عدد کوچک برویم   Hرشتۀ اعداد را مینویسیم. اگر از عدد کوچک به بزرگ برویم + یا

اگر تعداد  .RUNطول رشتۀ حاصل را میشماریم. حالا تعداد این افزایش کاهش ها را میشماریم که میشود تعداد امتداد یا همان 

1                                   : با باشد، حداکثر و حداقل امتدادها برابر خواهد بود Nاد تولیدی اعد ≤ 𝑅𝑈𝑁𝑆 ≤ 𝑁 − 1 

 کتاب مراجعه کنید. 108و  101به مثال های صفحات 

 اما روش کار این آزمون به ترتیب زیر است:

𝑎                               تعداد کل امتدادها:  = 𝑅𝑈𝑁𝑆 

𝜇𝑎                                               میانگین: =
2𝑁−1

3
 

𝜎𝑎                                          واریانس:
2 =

16𝑁−29

90
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𝑁برای  > ,𝑁(𝜇𝑎با توزیع نرمال aتوزیع  20 𝜎𝑎
این تقریب برای آزمون استقلال اعداد تولیدی است. تقریب زده میشود.   (2

 به شکل زیر و به عنوان پارامتر اصلی تعریف میگردد. 0Zپس پارامتر 

𝑍0پارامتر اصلی:                                        =
𝑎−𝜇𝑎

𝜎𝑎
 

𝑍0                             جایگذاریبا  =
𝑎−[

2𝑁−1

3
]

√(16𝑁−29)/90
  

𝑍𝑎−اگر  ،از جدول کای دو 𝑍𝑎/2با یافتن 
2
≤ 𝑍0 ≤ 𝑍𝑎

2
 باشد، آزمون استقلال موفق بوده است. 
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αبه ازای  مثال( =  عدد تصادفی زیر دارای خاصیت استقلال است؟ 10تعیین کنید که آیا توالی  0.05

 

 آزمون همبستگی .ج

 در غیر اینصورت در فصل های آتی تدریس خواهد شد. موضوع تحقیق در صورت علاقه

 

 آزمون فاصله .د

 موضوع تحقیق در صورت علاقه
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 آزمون پوکر .ه

جهت بررسی استقلال به کار میرود و اساس آن بر تکرار ارقام است که در یک سری اعداد تکرار میشوند. گاهی اوقات این 

موقعیت یک جفت ارقام مثل هم، در اعداد تولیدی ظاهر میشوند. در اعداد در هر کتاب(.  113تکرارها بی قاعده اند )مثال ص

 سه رقمی فقط سه امکان وجود دارد:

 ارقام میتوانند متفاوت باشند. -1

 ارقام می توانند یکسان باشند. -3

 یک جفت مانند هم باشند. -2

 احتمال هرکدام می شود:

𝑃 (سه رقم مختلف) = 𝑃 (دومین رقم متفاوت است از اولین رقم) × 𝑃 (رقم سوم با دو رقم اول و دوم متفاوت باشد)

= (0.9)(0.8) = 0.72 

𝑃 (سه رقم یکسان) = 𝑃 (دومین رقم مثل اولین رقم است ) × 𝑃 (سومین رقم مثل اولین رقم است )

= (0.1)(0.1) = 0.01 
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𝑃 (یک جفت یکسان) = 1 − 0.72 − 0.01 = 0.27
                 
⇒       𝑃 (یک جفت یکسان) = (

3

2
) (0.1)(0.9) = 0.27 
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 نمونه سوال امتحانی

 سوالها را در فایل جداگانه ای در اسرع وقت برایتان ان شالله ارسال خواهم کرد.نمونه 


