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  فصل سوم 

  متغير های تصادفی و توابع توزيع 
Jalase 1 – sco 1  

  تعريف متغير تصادفی
 

مثلا شير يا . نتايج حاصل از يک آزمايش تصادفی را به صورت های مختلفی می توان بيان نمود 
فی ظاهر به صورت تصاد از آنجا که اين اعداد در آزمايش.  نيز نمايش داد 1- و 1خط را با نمواد 

با استفاده از متغير تصافی .  نمايش داد xمی شوند ، می توان آنها را با يک متغير تصادفی مثل 
  . تفسير نتايج حاصل از آزمايش های تصادفی ساده تر می شود 

  : تعريف 
يک متغير تصادفی ، تابعی است از فضای نمونه به زير مجموعه ای ناتهی از اعداد حقيقی که آن 

  .  نمايش می دهيم X,Y,…وف بزرگ مانند را با حر
برای نمايش برد يک متغير تصادفی يا مجموعه مقاديری که متغير اختيار می کند ، از حروف 

  .  استفاده می کنيم x,y,…کوچک مثل 
  

   : 1مثال 
 تومان به او می دهيم و اگر 100در يک بازی شخصی تاسی را می ريزد ، اگر عدد زوج بياورد 

 در آمد شخص در نظر گرفته xاگرمتغير تصادفی .  تومان از او می گيريم 100ياورد عدد فرد ب
  . شود ، مقادير آن را بدست آوريد 

  : حل 
  . ابتدا فضای نمونه را بدست می آوريم 

  
 به يک زير مجموعه از x تحت تابع Sهمان طور ی می بينيد با توجه به نمودار زير فضای نمونه 

Rبرده شده است -100و + 100  متشکل از دو عضو  .  

  
  .  را برای پرداخت پول در نظر می گيريم -100را برای دريافت و + 100عدد 
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 برابر 6 تا 1از آنجا کع احتمال هر يک از اعداد 
1
  : می باشد داريم 6

  
  حاسبه کنيم حال می توانيم ميانگين درآمد شخص را پس از تکرار بازی به دفعات م

   
0Xبا توجه به   . می توان نتيجه گرفت که شخص با تکرار بازی پولی به دست نمی آورد =

 
  

Jalase 1 – sco 2  
   انواع متغير های تصادفی

  
  :  دسته می باشند 2متغير های تصادفی عموما بر 

ه اختيار می کند ، به صورت از هم متغير هايی که برد آن يا مجموعه مقاديری ک: گسسته  .1
 . جدا و يا شمارش پذير از اعداد حقيقی باشند 

مقاديری اختيار می کند ، که در مجموعه ای پيوسته يا شمارش ناپذير از اعداد حقيقی  .2
 . قرار دارند 

  :توجه 
همان طور که در فصل قبل اشاره کرديم احتمال وقوع هر عضو منفرد از مجموعه ای پيوسته 

يعنی . اين مطلب برای متغير های تصادفی پيوسته نيز برقرار می باشد . رابر صفر می باشد ب
 بت هر عنصر منفرد از فضای برد آن xاحتمال برابر بودن مقدار يک متغير تصادفی پيوسته 

  . برابر صفر می باشد 
  

   : 2مثال 
 5 و4و3و 2و 1ره های  مهره موجود می باشد که هر مهره دارای يکی از شما22در يک جعبه 

در ضمن به تعداد عدد نوشته شده بر روی هر مهره از همان مهره درون جعبه .  می باشد 6و
 شماره مهره خارج xاگر متغير تصادفی . يک مهره از جعبه خارج می کنيم . موجود می باشد 

  .  به خود می گيرد xشده باشد ، مطلوبست مقادير احتکالی که متغير 
  : حل 
 و به همين 2مهره با شماره 2وجه به صورت مثال يک مهره با شماره يک خواهيم داشت ، با ت

  :  اختيار می کند xفضای نمونه مقاديری که .  داريم 6 مهره با شماره 6ترتيب 
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  :  در نتيجه تابع احتمال به صورت زير بدست می آيد 

  

مثلا
6
21 P(x=6)= است  .  

) احتمال آن را به فرم xانيم به ازای هر مقدار می تو )XP x نشان داد که به آن تابع احتمال متغير
  .  گوييم xتصادفی 

) که با  x ، تابعی است که از يک متغير حقيقی xتابع احتمال متغير تصادفی : تعريف  )XP x 
  : نمايش داده می شود

   
  .  بايد در شرايط زير صدق کند xتابع احتمال برای متغير تصادفی گسسته هر 

  

  
  

Jalase 1 – sco 3   
 

  توابع توزيع و چگالی برای متغير تصادفی پيوسته 
  

)اگر  )XP x تابع احتمال متغير تصادفی گسسته x باشد ، تابع توزيع ( )XF x زير به صورت
  : تعريف می شود 

  
  

   :4مثال 
  . تابع توزيع را برای متغير تصادفی که در مثال قبل حل شد را بدست آوريد 

  : حل 
  :  داريم xبا توجه به جدول احتمالات متغير تصادفی 
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0xبه ازای هر  p داريم . مقدار تابع توزيع برابر صفر می باشد :  

  
  

 مشابه تعريف فراوانی تجمعی x که مشاهده می شود تعريف تابع توزيع متغير تصادفی همان طور
 ، 2 تا نزديک 1 از 0 برابر 1مقدار فراوانی تجمعی قبل از .  است 1نسبی تعريف شده در فصل 

1
  . الی آخر است 21

  
Jalase 2 – sco 1 

 خواص توابع توزيع 
  

اين . که با توجه به تعريف آنها بدست می آيد . ای خواص مشترکی می باشند توابع توزيع دار
  : خصوصيات در مسائل قبل نيز مشاهده می شوند که عبارتند از 
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Jalase 2 – sco 2  
  . همواره از روی يک تابع توزيع متغير تصادفی می توان مقادير احتمال را محاسبه نمود 

)ر مثال قبل مقدار به عنوان مثال اگر بخواهيم د 4)P x  را محاسبه کنيم ، با توجه به گسسته =
  :  داريم xبودن متغير تصادفی 
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)در اين صورت  4)P x )برای محاسبه.  را خواهيم داشت = )P a x b≤p به صورت زير
  . عمل می کنيم 

  

  
) را از تابع xنوشتن می توان انديس در برای سادگی : توجه  )XF x حذف نمود و نوشت
( )F x .  البته اگر به شرطی که بدانيم با متغير تصادفیx بنابراين .  کار می کنيم :  

  
  : و داريم 

  

  
0که 

lim (4 )
h

F h
→

4) می باشد و با 4در نقطه XF برابر حد چپ تابع − )F −
  . نمايش می دهيم 

  : XFحال با توجه به ضابطه تابع 

  
  : و داريم 

  
)درستی حاصل عبارت بالا از روی تابع احتمال  )XP x نيز آشکار است . 

 
  

Jalase 2 – sco 3 
  :در حالت کلی می توان رابطه زير را نوشت 

  
)مقدار  )P x b= برابر با ميزان جهش نمودار تابعXF در نقطهb همچنين تمامی .  می باشد

  . حالات ديگر را با توجه به فرمول بالا و تعريف تابع توزيع می توان بدست آورد
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Jalase 2 – sco 4 

   : 5مثال 
تابع احتمال آن را بدست بياوريد .  به صورت زير است Tتابع توزيع برای متغير تصادفی گسسته 

  . و نمودار آن را رسم کنيد

  
  :حل

  . ابتدا نمودار تابع توزيع را رسم می کنيم 
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)مقاديری که تابع احتمال  )P T t=انفصال تابع می پذيرد ، در نقاط ( )F t زيرا . رخ می دهد
  :  داريم T=1در نقاط ديگر مثل 

  
  : به دست می آوريم F(t) را در نقطه انفصال تابع توزيع  P(t)مقدار 

  
  

  . شبيه به نمودار ميله ای است P(t)نمودار احتمال 

  
  

 
Jalase 3 – sco 1  

 توابع چگالی
   

) تابع چگالی  که به فرم Xفی گسسته برای متغير تصاد )Xf x نمايش داده می شود به صورت زير 
  : تعريف می شود 

  
 می باشد که در رابطه  Xبه عبارت ديگر تابع چگالی همان تابع احتمال متغير تصادفی گسسته

  :زير صدق کند 
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در برخی از کتاب ها به جای تابع احتمال برای متغير های تصادفی گسسته مفهوم تابع چگالی را  
 . که دقيقا همان تعريف را دارد به کار می برند 

  
  

Jalase 3 sco 2  
  توابع توزيع و چگالی برای متغير تصادفی پيوسته 

  
  : قبل از هر چيز به مثال زير توجه کنيد 

  : مثال 
 15 الی 0ت زمان توقف اتوبوس در ايستگاه و قبل از حرکت به صورت تصادفی فرض کنيد مد

 دقيقه 5 را مدت زمان تأخير حرکت اتوبوس پس از Xدر اين صورت متغير تصادفی . دقيقه باشد 
  .  دقيقه تأخير داشته باشد 6 الی 5مطلوب است احتمال لين که اتوبوس به مدت . تعريف می کنيم 

  : حل 
  :ل با يک فضای نمونه پيوسته مواجه ايم که می توان آن را به صورت زير نمايش داد در اين مثا

  
5tx عبارت است از Xنمايش تابعی متغير تصادفی  t= ) و − )t S∈ که ميزان تأخير

  . حرکت اتوبوس را نشان می دهد 
 دقيقه تأخير داشته باشد را محاسبه 6 الی 5اتوبوس به مدت به اين ترتيب می توان احتمال اين که 

  . نمود 
5احتمال اين که  6tx≤ ] باشد برابر است با طول بازه ی  ≥  تقسيم بر طول بازه 5,6[

[ ]5,15 .   

  
يک فاصله پيشامد مورد نظر به طول فاصله فضای لازم به تذکر است که در اين جا تابع احتمال 

  . نمونه ، تعريف شده است 

 
حال با توجه به اين مثال به تعريف تابع چگالی ، تابع توزيع احتمال برای متغير تصادفی پيوسته 

  . می پردازيم 
متغير تصادفی پيوسته باشد در اين حالت نيز تعاريف تابع توزيع و چگالی در  = xفرض کنيد 

با اين تفاوت که در اين حالت برای بدست آوردن تابع توزيع با .  صدق می کند xمورد متغير 
. توجه به پيوسته بودن از انتگرال گيری به جای جمع بستن روی تابع چگالی استفاده می کنيم 

  : داريم 
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)که  )Xf x تابع چگالی متغير تصادفی پيوسته x است .  
 رابطه می توان تابع چگالی را بر حسب تابع توزيع بدست آورد ، به کمک مشتق گيری از اين
  يعنی 

  
با توجه به تعاريف می . به عبارتی با مشتق گرفتن از تابع توزيع مقدار چگالی به دست می آيد 

  .  بدست آوردxتوان خواص زير را توابع توزيع و چگالی متغير تصادفی پيوسته 
 

 
Jalase 3 – sco 3  

 
x برای هر -1 R∈ داريم ،( ) 0Xf x ≥ .  

)توجه کنيد که در حالت پيوسته  )Xf x الزاما کوچکتر يا مساوی يک نمی باشد زيرا همان طور 
صفر می باشد و که قبلا اشاره کرديم مقدار تابع احتمال برای متغير تصادفی در يک نقطه 

  . احتمالات می بايستی در اين حالت در يک بازه محاسبه شوند 
2-   
  

 
  :در يک بازه به اين ترتيب عمل می کنيم  x برای محاسبه احتمال قرار گرفتن متغير تصادفی

 
بنابراين می .  برابرعدد ديگری باشد صفر می باشد xاز طرفی در حالت پيوسته احتمال اين که 

 : تتوان نوش
 
 

 
برابر است با سطح b  تاa در بازه xاز لحاظ هندسی احتمال قرار گرفتن متغير تصادفی پيوسته 

  : مطابق شکل زير  . b تا aزير منحنی تابع چگالی از 
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Jalase 4 – sco 1  
  : مثال 

  :  به صورت زير می باشد xتابع چگالی احتمال متغير تصادفی پيوسته 

  
  

  .  را بدست آوريد c مقدار متغير) الف 
  .  را بدست آوريد xتابع توزيع متغير تصادفی ) ب 

احتمال ) ج 
1 3( )
2 2

P x≤ )را يکبار با استفاده از تابع چگالی ≥ )Xf x و يکبار با استفاده از تابع 

)توزيع  )XF x در نقطهx محاسبه کنيد  .  
   :حل 
يعنی تابع چگالی می بايستی Xf می دانيم مساحت زير منحنی cبرای بدست آوردن متغير ) الف 

  : بنابراين . برابر واحد باشد 
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Jalase 4 – sco 2  

  : می دانيم . را محاسبه می کنيم Xfمقدار تابع توزيع ) ب 

  
0xستی اين مقدار را در چهار حالت برای حل می باي p 0 و 1x≤ p 1 و 2x≤ p 

2و x≤ .  
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)بنابراين ضابطه تابع توزيع  )XF x برابر است با :  

  
  :  و توزيع توجه کنيد حال به نمودار دو تابع چگالی

 2 تا 0 ها حدفاصل xنمودار تابع چگالی به صورت يک مثلث که قاعده پايينی آن بر روی محور 
  . است ، می باشد 

  
  

  
Jalase 4 – sco 3 

ابتدا مقدار ) ج 
1 3( )
2 2

P x≤ )را با استفاده از تابع چگالی≥ )Xf xم  بدست می آوري.  

  

 تا 1و اين به خاطر اين است که ضابطه تعريف تابع چگالی از 
3
با 2

1
  .  متفاوت است 1تا 2

  

مجدادا مقدار 
1 3( )
2 2

P x≤ )را با استفاده از تابع توزيع ≥ )XF xه است  که در بند ب محاسبه شد

  .بدست می آوريم
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  : ملاحظه ی کنيد که مقدار احتمال از هر دو راه حل برابر است

  
  

Jalase4 - sco 4 
  : مثال 

) دارای تابع توزيع xمتغير تصادفی پيوسته  )XF x با ضابطه زير می باشد:  

  
   را بدست آوريد ؟ cمقدار متغير ) الف 
) چه مفاديری می تواند بگيرد ، به شرطی که aير تعيين کنيد متغ) ب  )XF x همچنان تابع توزيع

  . باقی بماند 
  .  را بدست بياوريد xتابع چگالی احتمال متغير تصادفی ) ج 
)مقادير احتمال ) د  1)P x 0)و ≥ 2)P x≤ )و ≥ ln10)P x   .را بدست آوريد ≤

 مقدار yبه ازای چع مقداری از متغير ) ه 
1( )
2

P x y≤    می باشد ؟ =

  : حل 
)می دانيم شرط اين که تابعی مثل  )XF x تابع توزيع باشد برابر است با :  

  
  . پس از آن باقی شروط را بررسی می کنيم 
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Jalase 4 – sco 5   

0xهمچنين به ازای هر   تابع ≤
axe−

1بنابراين تابع. پيوسته می باشد  axe−− نيز حداقل از 
  :  داريم  x=0سمت راست پيوستگی دارد و در نقطه 

  
 شرط می توانيم بگوييم 4قراری هر با توجه به بر.  پيوسته می باشد 0بنابراين تابع در نقطه 

( )XF x با ضابطه زير يک تابع توزيع احتمال می باشد .  

  
)از آنجايی که تابع ) ب  )XF x مستقل از مقدار a در شرايط تابع توزيع صدق می کند ، بنابراين 

0aبه ازای همه مقادير  f تابع( )XF x نيز تابع توزيع می باشد .  

)برای بدست آوردن تابع چگالی ) ج )Xf x کافی است از تابع توزيع مشتق بگيريم به اين ترتيب
  : که 

  
  

ندارد زيرا اما تابع در اين نقطه مشتق .  پيوسته می باشد x=0توجه کنيد که تابع توزيع در نقطه 
  .  با هم برابر نمی باشند x=0مشتق چپ و راست در 
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  : بنابراين تابع چگالی احتمال برابر است با 

 
 
 
 
 
  
Jalase 4 – sco 6  

  ) د 

  
  : به فرم زير عمل می کنيم ) ه 
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