
  جبر ماتريس ها  : 5فصل 

با مفهوم ماتريس و ويژگي هاي آن آشنا مي شويد و در نهايت از اين مفهـوم بـراي حـل                    در اين فصل    

  .دستگاه هاي معادلات خطي استفاده مي كنيم

  مفهوم ماتريس

 با    هر ماتريس را   .نامند  مي يك ماتريس ، در قالب سطر و ستون را        هر چينش مستطيل شكل از اعداد       

  مانند ماتريس زير . كنند  ميرف بزرگ لاتين نامگذارييك ح

  

  

  

  

  

  

   ×32ي  در اصطلاح گويند اين ماتريس داراي مرتبه.1ن استواين ماتريس داراي دو سطر و سه ست

 j و سـتون   i سطر ر د k اگر درايه  .نامند  مي ماتريس را درايه  ي    يك از اعداد تشكيل دهنده     هر. 2است

  .نويسند مي، درقرار دا

kaij =  

123:  در ماتريس فوق مي توان نوشت مثلاً =a 312 و −=a022 و =a321 و =a  

  :پس س.  زير را در نظر بگيريد ماتريس:تمرين 

  .ماتريس را بنويسيدي  مرتبه) الف

  .ستون اول كدام است و واقع در سطر دومي  درايه) ب 
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321 )ب .                     است×24مرتبه ي ماتريس) الف :  حل  =a  

                                                 
  .ت شماره گذاري مي كنندسطر ها را از بالا به پايين و ستون ها را از چپ به راس.  1
nmدر اين صورت گويند ماتريس از مرتبه ي .  ستون باشدnوسطر  mاگر ماتريسي داراي.  2  . است×

سطر اول

دومسطر 

 اولستون  ستون دوم ستون سوم

2 3- 5 

3 0 1 

=M 
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ماتريس زيـر را بـا درايـه هـايش          .  شماره ي ستون هر درايه باشند      j شماره ي سطر و    iاگر: تمرين  

   .بنويسيد
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×+= ][ jiA  

  :حل 
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در هـر مـورد مـاتريس      . ه ي ستون هر درايه باشند      شمار j شماره ي سطر و    iاگر: تمرين براي حل    

  .داده شده را تشكيل دهيد

233 ×= ][ jC) 3  2223 ×+= ][ jiA) 1  

3312 ×
+−= ])([ jiD) 4  33×−= ][ ijB) 2  

***  

  ماتريس مربعي 

  .نامند  ميمربعيآن ماتريس را ، ي يك ماتريس برابر باشندها اگر تعداد سطر و ستون

  .ي زيرها  مانند ماتريس
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ji بـراي    ijaقطري كه درايه هـاي    . هر ماتريس مربعي مانند يك چهارضلعي داراي دو قطر است          = 

  .ارند را قطر اصلي و ديگري را قطر فرعي مي نامندروي آن قرار د

  

  

 










−
=

13

21
A 

 فرعيقطر  ليقطر اص



 ي رشته ي حسابداريويژه  ................................................................................................ 2رياضي عمومي 

 3ه ي صفح

 

 

 

 

 

 

  

***  

  معرفي چند ماتريس خاص

   مانند ماتريس زير.ماتريسي است كه فقط يك سطر دارد:  ماتريس سطري )1

415131 ×−= ][A  

  

   مانند ماتريس زير.ماتريسي است كه فقط يك ستون دارد: ماتريس ستوني  )2
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   مانند ماتريس زير.ي آن صفر باشندها درايهي  ماتريسي است كه همه: ماتريس صفر  )3
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  . نمايش مي دهيمOدر اين فصل ماتريس صفر را با نماد

 اصلي آن يـك و      ي روي قطر  ها  ايهرباشد كه تمام د     مي يك ماتريس مربعي  ): واحد(  ماتريس هماني  )4

   مانند ماتريس زير.صفر هستند ها ايهردي  بقيه
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يك ماتريس مربعي است كه همه ي درايه هـاي خـارج از قطـر اصـلي آن صـفر               :   ماتريس قطري   )5

  مانند ماتريس زير. باشند
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يك ماتريس مربعي است كه تمام درايـه هـاي بـالاي قطـر اصـلي آن صـفر              :  ماتريس پايين مثلثي   )6

  مانند ماتريس زير. باشند
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. يك ماتريس مربعي است كه تمام درايه هاي پايين قطر اصلي آن صفر باشند             :  ماتريس بالا مثلثي     )7

  رمانند ماتريس زي
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. يك ماتريس قطري است كه تمام درايه هـاي روي قطـر اصـلي آن برابـر باشـند            :  ماتريس اسكالر    )8

  مانند ماتريس هاي زير
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***  

  ماتريس هاي مساوي

  :دو ماتريس را مساوي مي گويند، هرگاه

  .   ه باشندهم مرتب: الف 

  iوjيعني براي هر.درايه هاي متناظر آنها نظير به نظير مساوي باشند: ب 

)ijij baBA =⇔=( 



 ي رشته ي حسابداريويژه  ................................................................................................ 2رياضي عمومي 

 5ه ي صفح

 

:       مثلاً
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   :تمرين براي حل 

  . را تعيين كنيدa وbمقدار. نددو ماتريس زير مساوي : 1
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  . را تعيين كنيدx وyمقدار. دو ماتريس زير مساويند : 2
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***  

  )ضرب اسكالر: (ضرب عدد در يك ماتريس 

   براي مثال. ضرب كنيمها براي ضرب يك عدد در يك ماتريس كافي است آن عدد را درتمام درايه
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ماتريس حاصـل را مـاتريس قرينـه مـي          .  ضرب كنيم  −1اگر تمام درايه هاي يك ماتريس را در عدد          

آيـد     بدست مـي   يهاي ماتريسي را قرينه كنيم ماتريس جديد        ايهراگر تمام د  به عبارتي ساده تر     . نامند

  براي مثال.  گويندكه آن را ماتريس قرينه مي










−

−
=

702

531
A  










−

−−
=−

702

531
A                   تريس قرينهام  

***  
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  اعمال روي ماتريس ها

  .در ادامه اعمال روي ماتريس ها را معرفي مي كنيم

  ها جمع ماتريس: الف 

ي نظير به نظيـر بـا    ها  در اين صورت درايه   . توان جمع كرد كه هم مرتبه باشند        مي دو ماتريس را وقتي   

   براي مثال.شوند  ميهم جمع
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  ها  ماتريساضلتف: ب 

  .دومي جمع كنيمي   دو ماتريس كافي است ماتريس اولي را با قرينهاضلبراي تف

)( BABA −+=− 

  براي مثال
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  :نتيجه 

  .حاصل جمع هر ماتريس با ماتريس صفر هم مرتبه اش، برابر همان ماتريس است) 1

AOA =+  

  .حاصل جمع هر ماتريس با ماتريس قرينه اش، برابر ماتريس صفر است) 2

OAA =−+ )(  

  .جمع ماتريس ها خاصيت جابجايي دارد ) 3

ABBA +=+  

  .ماتريس ها خاصيت شركت پذيري داردجمع  ) 4

CBACBA ++=++ )()(  
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  :ضرب ماتريس : ج 

 دومـي   طر هاي اي اولي برابر تعداد س    تون ه  كرد كه تعداد س    ضربتوان در هم      مي دو ماتريس را وقتي   

  .كنيم  ميرا به شكل ضرب داخلي تعيينرب ماتريس حاصل ضي  در اين صورت هر درايه .باشد

   :1 مثال
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   :2مثال 
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 تعريف مـي شـود، ممكـن اسـت          ×BAزيرا اگر . ضرب دو ماتريس خاصيت جابجايي ندارد      : 1تذكر  

AB   . نشود×BA قابل تعريف نباشد و ممكن است قابل تعريف باشد ولي حاصل برابر×

  .به نمونه هاي زير توجه كنيد

  :نمونه ي اول 
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=.   تعريف نمي شود
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  :نمونه ي دوم 

    
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

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B     و    
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
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  .  ضرب ماتريس ها خاصيت شركت پذيري دارد :2تذكر 

CABBCA )()( =  
  .ضرب ماتريس ها نسبت به جمع آنها توزيع پذير است  :3تذكر 

ACABCBA +=+ )(  

  :در اين صورت.  يك عدد طبيعي باشندn يك عدد حقيقي وr يك ماتريس مربعي وAاگر  : 4تذكر 

nnn ArrA =)() 4              II n =)3             AAA nn ×= −1)2           AA =1) 1  

   : براي حل تمرين

ــر : 1 اگ
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D  ــت ــوب اس مطل

   محاسبه ي

BA×) هـ  CA×) ج  =A3) الف  

  DB +=  د (− DB) ب  

اگــر  : 2
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Cــاتريس CBA م  را بدســت ××

   .آوريد
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






=

12-

01
A و 









−
=

115

201
Bماتريس هاي زير را در صورت امكان بدست آوريد .  
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=2A)                         ج=× AB)                      ب=× BA) الف  

اگر  :  4







=
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A3 در اين صورت ماتريسAرا تعيين كنيد  .  

اگر : 5

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
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

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Bدر اين صورت ماتريس BABA 2

2   . را بيابيد++

اگر  : 6


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
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
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2

OA نشان دهيد كه  =2  

اگر  : 7
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
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A نشان دهيد كه OA =3  

اگر  : 8




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B و 
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


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C نشان دهيد كه   

ACABCBA +=+ )(  

معادله ي ماتريسي  : 9



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
=
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




22

54

1

1

22

34

x

y
  . را حل كنيد

اگر : 10







=

14-

20
A و 









−
=

12

31
Bرا بيابيد هاي زير در اين صورت ماتريس .  

2)( BA )()(ب                                 (+ BABA   الف ( +×−

 را طوري پيدا كنيد كه a وbمقادير : 11







=

















−









− 3

6

1

2

32

021
b

a
  

 را طوري بيابيد كه Xماتريس : 12







=









07

40

43

21
X  

***  
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  ترانهاده ي يك ماتريس

يس ديگري حاصل مي شود كه آنرا اگر جاي سطر ها و ستون هاي يك ماتريس را جا به جا كنيم، ماتر

  . نمايش مي دهندtA را به صورتAترانهاده ي ماتريس . ماتريس ترانهاده مي نامند

 برابــر tAيمرتبــه ي ترانهــاده ي آن يعنــ.  باشــد×nm برابــرAاگــر مرتبــه ي مــاتريس: نتيجــه 

mn×است .  

 اگر:تمرين

















−

−=

10

31

12

A در اين صورت ترانهاده ي ماتريس Aرا بنويسيد .  

  : حل 

32

23

131

012

×
×










−

−
=→

















−

−= tAA

10

31

12

  

اگر : براي حل تمرين






−
=

32

11
A2 حاصل عبارت

2 IAA t   . را بدست آوريد−+

  :در اين صورت.  يك عدد حقيقي باشندr دو ماتريس مربعي هم مرتبه باشند وA وB اگر:تذكر

tnnt AA )()( =) 5  ttt ABAB =)()  3                             ttt BABA +=+ )() 1                               

II t =) 6  AA tt =)() 4  tt rArA =)() 2  

  : براي حل تمرين

اگر  : 1







=

14-

20
A و 









−
=

12

31
B نشان دهيد كه ttt ABAB =)(  

ttttt.  تساوي مقابل را ثابت كنيد:  2 ABBABAAB −=− )(  

***  
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   و پادمتقارننماتريس هاي متقار

  . مي گويند، هرگاه با ترانهاده اش برابر باشدمتقارنيك ماتريس مربعي را 

AAt =  

  . گويندپاد متقارن، آن ماتريس را ي آن ماتريس برابر باشدي يك ماتريس مربعي با قرينهاگر ترانهاده

AAt −=  

 نشان دهيد كه ماتريس :تمرين







=

54

41
A متقارن و ماتريس 









−
=

01

10
Bپادمتقارن است .  

  :حل 

tt      →.   متقارن استAماتريس AAAA =→







=→








=

54

41

54

41
  

tt→.  پاد متقارن استBماتريس BBBB =→








−
−=







 −
=→









−
=

01

10

01

10

01

10
        

 نشان دهيد كه ماتريس : براي حلتمرين

















−

−

−

=

052

503

230

Cپادمتقارن است .  

II.  ماتريس واحد ، متقارن است:نتيجه  t =  

  .كه ماتريس مربعي صفر هم متقارن و هم پادمتقارن است ثابت كنيد :تمرين

.  يك ماتريس مربعي دلخواه بوده كه هم متقارن و هم پادمتقارن مي باشدAفرض مي كنيم كه : حل 

  .ثابت مي كنيم كه اين ماتريس بايد ماتريس صفر باشد

tt AAAA   . متقارن استA ماتريس→=→=

tt AAAA   . پادمتقارن استA ماتريس→=−→=−

OAOAAAAA tt =→=→−+=+→ 2)(  
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 Aاگـر مـاتريس    همچنـين  . نيز متقارن مـي باشـد      rA متقارن باشد، ماتريس   Aاگر ماتريس  :تذكر  

  . نيز پادمتقارن مي باشدrAپادمتقارن  باشد، ماتريس 

  نشان دهيد كه.  يك ماتريس مربعي باشدA اگر:تمرين

tAAMماتريس) الف tAANماتريس) ب        . متقارن است=+   . پاد متقارن است=−

  :حل

  )الف

                               MAAAAAAAAM tttttttt =+=+=+=+= )()(  

  )ب

                          NAAAAAAAAN tttttttt −=−−=−=−=−= )()()(  

 نشان دهيد كه هر ماتريس مربعي را مي توان به شكل مجموعي از يك ماتريس متقارن و يك :تمرين

  .ماتريس پاد متقارن نوشت

 يـــك مـــاتريس مربعـــي باشـــد، مـــاتريس Aبـــا توجـــه بـــه تمـــرين هـــاي قبـــل اگـــر : حـــل

)(هاي tAAM +=
2

1

2

1
)( متقارن و ماتريس tAAN −=

2

1

2

1
  :در اين صورت.  پادمتقارن است

AAAAAAAAAANM tttt ==−++=−++=+ )()()(
2

1
2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
  

)( NMA +=
2

1
  

  .اد متقارن بنويسيدماتريس زير را به صورت مجموعي از يك ماتريس متقارن و يك ماتريس پ:  تمرين








−
=

32

11
A  

  :حل 
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






−
=







−
+







−
=+=

63

32

31

21

32

11tAAM  








 −
=









−−

−
+







−
=−=

01

10

31

21

32

11tAAN  

)()( 






 −
+







−
=







−
→+=

01

10

63

32

2

1

32

11

2

1
NMA  

 ماتريس زير را به صورت مجموعي از يـك مـاتريس متقـارن و يـك مـاتريس پـاد             : براي حل    تمرين

  .متقارن بنويسيد

















−

−=

021

213

112

A  

***  

  تريس مربعيدترمينان ما

اين عدد بـا   .  عددي به نام دترمينان آن ماتريس نسبت داده مي شود          Aبراي هر ماتريس مربعي مانند    

 هاي مربعي در اينجا فقط دترمينان ماتريس. توجه به مرتبه ي ماتريس به روشي خاص بدست مي آيد

33 و ×22مرتبه ي   .  را معرفي مي كنيم×

|| را با نمادA دترمينان ماتريس مربعي:توجه  Aيا )det(Aنمايش مي دهند .  

  ×22دترمينان ماتريس مربعي مرتبه ي 

 با تفاضل حاصل ضرب درايه هاي قطـر فرعـي از حاصـل ضـرب            ×22طبق تعريف دترمينان ماتريس   

  .درايه هاي قطر اصلي بدست مي آيد

bcadA
dc

ba
A −=→








= ||  
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  . دترمينان ماتريس  زير را بدست آوريد:تمرين








−
=

42

31
A  

  :حل 

10642341 −=−−=−−= ))(())((|| A  

   : براي حلتمرين

  .آوريددترمينان ماتريس هاي زير را بدست  : 1








 −
=

θθ

θθ

sincos

cossin
B )     ب                          







−
=

8-6-

43
A )الف  

  . معادله ي زير را حل كنيد : 2

0
23

2
=

−−

−

x

xx
   

***  

  يك درايه در ماتريس مربعي) مينور(ماتريس كهاد

ام بدست مي آيد را كهاد درايـه ي         jام و ستون  iبراي هر ماتريس مربعي، ماتريسي كه از حذف سطر        

ija نامند و آنرا با ijMنمايش مي دهند .  

اگر : مثال

















−

−

−

=

472

350

231

Aدر اين صورت :  








−
=

72

31
23M      و     









−

−
=

47

35
11M  

***  
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  يك درايه در ماتريس مربعي) كوفاكتور (همسازه ي

  . عددي است كه به شكل زير بدست مي آيدijaبراي هر ماتريس مربعي همسازه ي درايه ي

||)( ij
ji

ij MA +−= 1  

  .همسازه ي درايه ي سطر دوم و ستون سوم ماتريس زير به صورت زير است: مثال

















−

−

−

=

012

111

021

A  

341
12

21
11 32

23
32

23 =−−=
−

−
−=−= ++ )()(||)( MA  

***  

33 دترمينان ماتريس  ي محاسبه هايروش ×    

33در اين قسمت روش هاي محاسبه ي دترمينان يك ماتريس   .  را بيان مي كنيم×

33محاسبه ي دترمينان ماتريس : الف    بسط   به روش ×

دلخواه و كهاد آنها مـي تـوان دترمينـان يـك مـاتريس      ) يا يك ستون  (جه به درايه هاي يك سطر     با تو 

33   .مي نامند) يا ستون ( اين روش را روش بسط نسبت به يك سطر . 3 را محاسبه كرد×

: فرض كنيد

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

Aدر اين صورت  :  

∑ )        i=1 يا i=2يا i=3         (بسط نسبت به يك سطر دلخواه      
=

=
3

1

 
j

ijijAaA ||  

∑ )      j=1 يا j=2يا j=3(بسط نسبت به يك ستون دلخواه             
=

=
3

1

 
i

ijijAaA ||  

                                                 
1
nn ماتريس مربعي هر براي–   . نيز به همين شكل عمل مي شود×
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  i=1بسط نسبت به سطر اول : مثال

131312121111 AaAaAaA ++=||  

اين روش محاسبه ي دترمينان يك ماتريس مربعي را روش بسط نسبت به يك سطر يا سـتون يـا بـه                

  . مي نامند4بسط روشاختصار 

  .محاسبه كنيدماتريس زير را دترمينان  :تمرين

















−

−=

311

321

523

A  

  .كافي است يك سطر يا يك ستون دلخواه را انتخاب نموده و نسبت به آن بسط مي دهيم: حل 

  مثلاً سطر سوم

21

23
13

31

53
11

32

52
11

332313 +++ −+
−

−+
−

−−= ))(())(())((|| A  

))()(())()(())()((|| 2613591110611 −+−−−+−−−=A  

42121416 =++=|| A  

  .دمحاسبه كنيرا  دترمينان ماتريس زير :تمرين 

















−

=

021

312

100

A  

  :لذا.  صفر هاي بيشتر، نسبت به سطر اول بسط مي دهيمبه جهت وجود: حل 

514
21

12
11

31 =+=
−

−= +)(A  

  

                                                 
4

محاسبه ي دترمينان : ب  .در روش بسط بهتر است سطر يا ستوني را انتخاب كنيم كه صفر هاي بيشتري داشته باشد : الف.  

  . و بالاتر نيز به همين شكل انجام مي شود4هاي ماتريس مربعي مرتبه ي 
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  : براي حل تمرين

  .ماتريس زير را در نظر بگيريد : 1

















−

−=

311

321

523

A  

  .دترمينان اين ماتريس را به كمك بسط نسبت به يك سطر دلخواه بدست آوريد) الف

   .ط نسبت به يك ستون دلخواه بدست آوريددترمينان اين ماتريس را به كمك بس) ب

  .به كمك بسط نسبت به يك سطر يا ستون دلخواه دترمينان ماتريس زير را بدست آوريد : 2

















−

=

c

b

a

B

53

01

00

  

***  

33محاسبه ي دترمينان ماتريس : ب     دترمينان   به كمك ويژگي هاي ×

براي بيان اين روش    . ن دترمينان يك ماتريس مربعي را محاسبه كرد       به كمك ويژگي دترمينان مي توا     

  . را بيان مي كنيمويژگي هاي دترمينانابتدا 

در محاسبه ي دترمينان يك ماتريس به كمك بسط نسبت به يك سطر يا يك ستون با ويژگـي هـاي                 

ده از بسط بكار  اين ويژگي ها بخصوص براي محاسبه ي دترمينان بدون استفا         .جالبي برخورد مي كنيم   

  :اين ويژگي ها عبارتند از. گرفته مي شوند

 دترمينان هر ماتريس بالا مثلثي ، پايين مثلثي و قطري برابر با حاصل ضرب درايه هاي                 :ويژگي اول  

  .روي قطر اصلي آن است

abc:                                               مثلاً

c

b

a

=

− 53

01

00
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 هرگاه تمام درايه هاي يك سطر يـا يـك سـتون مـاتريس مربعـي برابـر صـفر باشـند،                    : ويژگي دوم   

  .دترمينان آن ماتريس صفر است

0:                                                    مثلاً

703

501

200

=  

 ضـرب  k هرگاه تمام درايه هاي يك سطر يا يك ستون ماتريس مربعي در عدد ثابـت                :ويژگي سوم   

  . برابر مي شودkآنگاه دترمينان آن ماتريس.شوند

:                             مثلاً

793

142

231

5

793

52010

231
5

1

−×=−

→ 22 RR

  

||||: در اين صورت.  باشد×nn يك ماتريس مربعي A اگر :نتيجه ArrA n=  

 اگر در يك ماتريس مربعي جاي دو سطر يا دو ستون را جابجا كنيم، دترمينان آن در :ويژگي چهارم 

  .ضرب مي شود) -1(عدد  

:                                     مثلاً

231

521

793

793

521

231

−−=−
↔ 31 RR

  

شند، دترمينان آن مـاتريس   اگر در يك ماتريس مربعي دو سطر يا دو ستون مساوي با       :ويژگي پنجم   

  .صفر است

0:                                            مثلاً

793

231

231
21 RR =

=−

−

  

 اگر در يك ماتريس مربعي يك سطر يا يك ستون ضريبي از يك سطر يا ستون ديگر                  :ويژگي ششم   

  .باشد، دترمينان آن صفر است
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0           :                                  مثلاً

793

531

231
3 21 CC =
=−−

−−

  

 اگر در يك ماتريس مربعي مضربي از يك سطر يا يك ستون را به سطر يا ستون ديگر                :ويژگي هفتم   

  .اضافه كنيم،دترمينان آن تغيير نمي كند

:                                       مثلاً

753

231

892

753

231

201
3

−

−

=−
→+ 112 RRR

  

||||.  ريس مربعي و دترمينان ترانهاده اش با هم برابرند دترمينان هر مات:ويژگي هشتم  AAt =  

:                                       مثلاً

722

530

311

753

231

201 −

=−  

 دترمينان حاصل ضرب دو ماتريس مربعي هم مرتبه با حاصل ضرب دترمينان هاي آنهـا      :ويژگي نهم   

  .برابر است

|||||| BAAB =  

 اين ويژگي فقط براي ضرب ماتريس ها برقرار است ولي براي جمع يـا دو تفاضـل دو مـاتريس                  :توجه

  :يعني.مربعي هم مرتبه برقرار نمي باشد

||||||

||||||

BABA

BABA

−≠−

+≠+
  

  : داريمA براي هر ماتريس مربعي :ويژگي دهم 

kk AA |||| =  

ر تمام درايه هـاي يـك سـطر يـا يـك سـتون بـه صـورت دو يـا چنـد جملـه اي                 اگ :ويژگي يازدهم 

  .باشند،آنگاه دترمينان اين ماتريس را مي توان به صورت مجموع چند دترمينان نوشت
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:             مثلاً

321

321

321

331

321

321

321

321

332211

ddd

ccc

bbb

ddd

ccc

aaa

ddd

ccc

bababa

+=

+++

  

  . بدون بسط دترمينان زير را محاسبه كنيد:تمرين

?=

−

602

413

201

  

  :حل

101011

1000

1010

201

602

413

201
3

2
−=−=

−

=

−
→+

→+
))()((

221

331

RRR

RRR
  

5 بدون بسط ثابت كنيد كه: تمرين 

021

312

100

=

−

  

  :حل

55

100

350

021

100

312

021

021

312

100
221231

=−−=

−

=

−

−=

−

→+↔
)(

RRRRR

  

  . بدون بسط دترمينان تساوي زير را ثابت كنيد:تمرين

0

1

1

1

22

22

22

=

zz

yy

xx

cossin

cossin

cossin

  

  :حل
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zz

yy

xx

22

22

22

1

1

1

cossin

cossin

cossin

  

0

11

11

11

1

1

1

2

2

2

222

222

222
32331 CCCCC

z

y

x

zzz

yyy

xxx
=→+
==

+

+

+

=

sin

sin

sin

cossinsin

cossinsin

cossinsin

  

  . هاي دترمينان ، دترمينان ماتريس ها زير را محاسبه كنيد به كمك ويژگي:تمرين براي حل 

















−

−

=

310

102

111

A)                      ب

















−

−=

311

321

523

A) الف  

***  

33 دترمينان هاي ماتريس  يمحاسبه: ج     به روش ساروس×

جه به شكل زير حاصل ضرب هاي درايه هـاي          سپس با تو  . ابتدا ماتريس را دو بار كنار هم مي نويسيم        

  .روي خط ها را محاسبه و مطابق شكل جمع و تفريق مي كنيم

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

  

  

  

)()(|| 312213332112322311322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaaA ++−++=

  

  

































333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

 

+ + + 
_ _ _ 
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  . دترمينان ماتريس زير را به كمك قاعده ي ساروس تعيين كنيد:تمرين

















−

=

421

324

253

A  

  :حل 

  

  

))()(())()(())()(())()(())()(())()((|| 122445233242135423 −−−−+−+=A  

6588018161524 =+−−+−=|| A  

   :تمرين براي حل 

  .به روش ساروس دترمينان ماتريس زير را محاسبه كنيد : 1

















−

−

=

310

102

111

A  

اگر:  2

















=

bac

acb

cba

Aبه كمك قاعده ي ساروس نشان دهيد كه   

)(|| 3333 cbaabcA ++−=   

   به كمك قاعده ي ساروس ثابت كنيد كه : 3

abc

cb

ca

ba

2

0

0

0

=   

***  

  

















−















− 421

324

253

421

324

253

 

+ + + _ _ _ 
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  ماتريس الحاقي 

ايـن مـاتريس را مـاتريس       .  مي توان ماتريس ديگري نظير كرد      A متناظر با هر ماتريس مربعي مانند     

در اينجـا   . روش تعيين ماتريس الحاقي با توجه به مرتبه ي ماتريس متفاوت است           . 5الحاقي مي نامند  

33و  ×22 هاي مربعي ماتريسفقط ماتريس الحاقي   .را معرفي مي كنيم ×

  . نمايش  مي دهندA* را با نمادAماتريس الحاقي ماتريس :  توجه 

***  

    ×22ماتريس الحاقي ماتريس ماتريس مربعي 

 از تعويض درايه هاي روي قطر اصلي و قرينه كردن درايه هـاي            ×22يس الحاقي ماتريس مربعي   ماتر

  . روي قطر فرعي بدست مي آيد

براي مثال ماتريس الحاقي ماتريس 







=

dc

ba
Aمي شود 









−

−
=

ac

bd
A*  

 اگر :تمرين 






 −
=

53

22
A   

  .  را به دست آوريدAماتريس الحاقي  : ب.        را محاسبه كنيدAدترمينان ماتريس : الف 

  : حل 

  :الف 

166103252 =+=−−= ))(())((|| A  

  : ب 










−
=

23

25*A  

***  

                                                 
5
  ترانهاده ي ماتريس همسازه ي هر ماتريس مربعي را ماتريس الحاقي آن مي گويند. 
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    3×3ماتريس الحاقي ماتريس ماتريس مربعي 

 A*اده ي ماتريس همسازه ي هر ماتريس مربعي را مـاتريس الحـاقي آن مـي گوينـد و آنـرا بـا                      ترانه

  .نمايش  مي دهند

















==→

















=→

















=

332313

322212

312111

333231

232221

131211

333231

232221

131211

AAA

AAA

AAA

NA

AAA

AAA

AAA

N

aaa

aaa

aaa

A

t*

  

 ماتريس الحاقي ماتريس :تمرين

















−

−

=

310

102

111

Aرا بدست آوريد .  

  : حل

6
30

12
1 12

21
12 −=

−
−=−= + ||)( MA  1

31

10
1 11

11
11 =

−
=−= + ||)( MA  

4
31

11
1 21

12
21 =

−
−=−= + ||)( MA  2

10

02
1 13

31
13 ==−= + ||)( MA  

1
10

11
1 23

32
23 −=

−
−=−= + ||)( MA  3

30

11
1 22

22
22 ==−= + ||)( MA  

3
12

11
1 32

23
32 =

−
−=−= + ||)( MA  1

10

11
1 31

13
31 =

−

−
=−= + ||)( MA  

  
2

02

11
1 33

33
33 =

−
=−= + ||)( MA  
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















−

−=

















==⇒

212

336

141

332313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

NA t*  

  . نيز درست است×22عي اين روش براي محاسبه ي ماتريس الحاقي ماتريس مرب: وجه ت

 ماتريس الحاقي ماتريس :مثال







=

dc

ba
Aرا بدست آوريد .  

  : حل

cMA −=−= + ||)( 12
21

12 1  dMA =−= + ||)( 11
11

11 1  

aMA =−= + ||)( 22
22

22 1  bMA −=−= + ||)( 21
12

21 1  










−

−
=








==⇒

ac

bd

AA

AA
NA t

2212

2111*  

 از تعويض درايه هـاي روي       ×22 اشاره شد، ماتريس الحاقي ماتريس مربعي      در نتيجه و همانطور قبلاً    

  . قطر اصلي و قرينه كردن درايه هاي روي قطر فرعي بدست مي آيد

  . ماتريس الحاقي ماتريس زير را محاسبه كنيد:تمرين براي حل 

















−

−

=

310

102

111

A  

***  

 ماتريس هاي معكوس پذير 

  .همديگر گويند، هرگاه حاصل ضرب آنها ماتريس واحد باشد) وارون(ماتريس مربعي را معكوس دو 

IBAAB ==  

 نشان دهيد كه ماتريس :تمرين








−

−
=

52

31
A وارون ماتريس 








=

12

35
Bاست .  
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  :حل

IAB =







=

















−

−
=

10

01

12

35

52

31
  

IBA =







=









−

−








=

10

01

52

31

12

35
  

   : براي حل تمرين

نشان دهيد كه ماتريس 

















−

−

=

310

102

111

A وارون ماتريس 























−

−=

9

2

9

1

9

2
3

1

3

1

3

2
9

1

9

4

9

1

Bاست .  

 مـي    نمـايش  A−1در اين صـورت وارون آن را بـه شـكل          . يك ماتريس مربعي وارون پذير باشد      Aاگر

  ثابت مي شود كه  .دهند

  اتريس مربعي در صورت وجود منحصر بفرد استوارون هر م : 1

  .شداب دترمينان آن مخالف صفر  اگر و تنها اگر،ستيك ماتريس مربعي وارون پذير ا : 2

*:   همواره داريمAبراي هر ماتريس مربعي مانند : 3

||
A

A
A ×=− 11  

  .بدست آوريد معكوس ماتريس هاي زير را در صورت وجود :تمرين










−

−
=

64

32
B)                                             ب








=

43

75
A)  الف  

   حل

012120     → . معكوس پذير استAلذا ماتريس            :الف
43

75
≠−=−=→








= || AA   










−

−
=

53

74*A  
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








−

−
=









−

−
×

−
=×=−

53

74

53

74

1

11 *

||
A

A
A 1  

01212     → . معكوس پذير استBلذا ماتريس            :ب
64

32
=−=→









−

−
= || BB   

  . معكوس ماتريس زير را در صورت وجود بدست آوريد:تمرين

















−

−

=

310

102

111

A   

  : حل

09                              .   معكوس پذير استAماتريسلذا 

310

102

111

≠=→

















−

−

= || AA  

6
30

12
1 12

21
12 −=

−
−=−= + ||)( MA  1

31

10
1 11

11
11 =

−
=−= + ||)( MA  

4
31

11
1 21

12
21 =

−
−=−= + ||)( MA  2

10

02
1 13

31
13 ==−= + ||)( MA  

1
10

11
1 23

32
23 −=

−
−=−= + ||)( MA  3

30

11
1 22

22
22 ==−= + ||)( MA  

3
12

11
1 32

23
32 =

−
−=−= + ||)( MA  1

10

11
1 31

13
31 =

−

−
=−= + ||)( MA  

  
2

02

11
1 33

33
33 =

−
=−= + ||)( MA  

  

















−

−=

















==⇒

212

336

141

332313

322212

312111
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AAA
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NA t*  



 جابر عامري: تهيه كننده  ................................................................................................  2رياضي عمومي 

 

 28صفحه ي 























−

−=

















−

−×=×=−

9

2

9

1

9

2
3

1

3

1

3

2
9

1

9

4

9

1

212

336

141

9

11 *

||
A

A
A 1  

   در اين صورت . دو ماتريس مربعي هم مرتبه و معكوس پذير باشندAوB اگر:تذكر

111 −−− = ABAB)(  

   :تمرين براي حل 

اگر :  1







=

11

32
A و 









−
=

51

10
Bتساوي هاي زير را كامل كنيد .  

=++−
2

1 IBA   الف  (1A−=ب                             (B*=ج                         (*

 اگر :2







=

52

25

loglog

loglog
A .  2: نشان دهيد كه

5

log|| =A  

اگر  : 3







=

42

53
A21 دترمينان ماتريس)( −Aرا تعيين كنيد .  

4 : 







=

11

32
Aو 









−
=

51

10
B .111ثابت كنيد كه −−− = ABAB)(  

اگر  : 5







=

10

52
Aو 







 −
=

52

11
Bحاصل عبارت هاي زير را بيابيد. باشد.  

11 −− + BA)                                    1ب−+ )( BA) الف  

  

  . را چنان بيابيد كه ماتريس زير وارون پذير نباشدm مقدار :6








 +
=

32

512m
A  
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معكوس ماتريس  : 7

















−

=

213

654

321

Aرا در صورت وجود بدست آوريد  .  

***  

  محاسبه ي معكوس يك ماتريس مربعي به كمك اعمال سطري مقدماتي

مي توان اين اعمال را روي سطرهاي يـك مـاتريس           ،  ي نامند  م اعمال سطري مقدماتي  را  ر  اعمال زي 

  .انجام داد و ماتريس ديگري متناظر با آن به دست آوريد

   در يك عدد حقيقي ناصفرسطر ماتريسدن يك  ضرب كر : 1

  ديگرسطرييا مضربي از آن به طرفين سطر اضافه كردن يك  : 2

 سطر در يك ماتريستعويض جاي دو  : 3

آنرا در كنار ماتريس واحد هم مرتبه ي آن قرار مي دهـيم،             . معكوس پذير باشد   Aاگر ماتريس مربعي    

در . اعمال سطري مقدماتي ماتريس داده شده را به ماتريس واحد تبديل مي كنـيم              سپس با استفاده از   

صورتي كه همين اعمال را به طور همزمان روي ماتريس واحد انجام شوند، حاصل معكـوس مـاتريس                   

  .اصلي خواهد بود

]|[]|[ 1− → AIIA
مقدماتي سطري اعمال

  

 معكوس ماتريس :تمرين
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Aست آوريد را در صورت وجود بد .  

  :حل

0134                                     .لذا ماتريس معكوس پذير است
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 معكوس ماتريس :تمرين
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Aرا در صورت وجود بدست آوريد  .  

  :حل
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   : براي حل تمرين

  . بدست آوريد به روش اعمال سطري مقدماتيمعكوس ماتريس هاي زير را در صورت وجود
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A)  الف  

***  

  

  . موفق باشيد

  جابرعامري

  مدرس دانشكده ي فني و مهندسي شهداي اهواز

org.mathtower.www  
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