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ه مقدمهقد
يك نقطه در مختصات دو بعدي با دو مولفه شناخته مي شود. و ي و و ب ي ب و ر ي

داد نمايش دا ب يك با توان م ا مولفه دو اين اين دو مولفه را مي توان با يك بردار نمايش داد.

ا لف ا ا ا خ در مختصات سه بعدي اين بردار سه مولفه دارد.

آ   مجموعه اي از نقاط كه هر كدام از آنها داراي موقعيتي نسبت به يك
دستگاه مختصات نسبي باشند در كامپيوتر به صورت ماتريس ذخيره مي 

.شودش
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تبديلات ي ماتريس تبديلاتمات

استفاده ديگر از ماتريس ها براي تبديلات است

  از ضرب ماتريس براي يك تبديل هندسي بر روي مجموعه اي از نقاط
شود م استفاده اند شده داده نشان ت موقع هاي دا ب توسط .كه توسط بردارهاي موقعيت نشان داده شده اند استفاده مي شودكه

لا ت ا ا لگ ا ات ض ا فا ا ا     اين استفاده از ضرب ماتريس به عنوان عملگر هندسي اساس تبديلات
.رياضي مورد نياز در ترسيمات كامپيوتري است
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ك اف گ د ات قد ال اعمال مقدماتي در گرافيكاع
داد انجام گرافيكي شكل يك روي بر توان مي را مقدماتي عمل :چهار چهار عمل مقدماتي را مي توان بر روي يك شكل گرافيكي انجام داد:

انعكاس
اس مق مقياس
دوران
انتقال انتقال

اين اعمال را تبديلات خطي مي نامند.
( ) يك تبديل در حالت كلي عملي است كه نقطهP(x,y)  را به نقطه

P*(x*,y*)تبديل مي كند.
 كلمه خطي به آن خاطر است كه تبديل يك خط راست باز هم يك خط

.راست است
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كا انعكاسان
محور به نسبت هاyانعكاس انعكاس نسبت به محورyها

كا ا ش فا ا ا ا ف ل اگ  اگر در تبديل فوق از ماتريس                  استفاده شود، انعكاس نسبت
.ها خواهد بود xبه محور 
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ش ب شكل )Shearing(تغ )Shearing(تغيير شكل برشي
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ش ب شكل )Shearing(تغ )Shearing(تغيير شكل برشي 
شكل خاصتغيير جهت در گذارد)yياxمحور(برش م تاثير محور (برشي در جهت خاصي تغيير شكلx ياy(تاثير مي گذارد.
اثر اين تغيير شكل شبيه هل دادن شكل

ا اا تغيير شكل در راستايxبه صورت زير خواهد بود.
  hPPQ

ميزانhاز كسري چه كند م بهyمعين شودxبايست ماضافه كه
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ميزانh  معين مي كند چه كسري ازy بايستي بهxكه مي  . اضافه شود
.تواند منفي يا مثبت باشد

عا ط اشده اند ت ز ت ه ت د ه د شكل تغ تغيير شكل در هر دو جهت به صورت زير مي تواند باشد: به طور عام.
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ا مقياسق
مانند اي نقطه آن ط كه است تبديل كردنp(x,y)مقياس ضرب با را  مقياس تبديلي است كه طي آن نقطه اي مانندp(x,y)  را با ضرب كردن

p’(x’,y’)به  a,bبه ضرايب غير صفر  x, yمختصات 

اگر ضرايب مقياس با هم برابر باشد مقياس يكنواخت گويند.

اگa>1تا ا د نقطه ات اxخت ق شدaه اهد خ گ ز  اگرa>1  مختصات نقطه در راستاي محورx به مقياسa بزرگ خواهد شد.
 اگرa منفي باشد عمل مقياس و انعكاس همزمان صورت مي گيرد.
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ا مقياسق

ااگ ا ا ا  0اگر<a<1 باشد مختصات نقطه در راستاي محورx كوچك مي شود.

 اگر عنصر واقع در سطر و ستون دوم نيز عددي به غير از يك باشد، عمل
.ها نيز انجام مي شود yمقياس در راستاي محور ور ي ر ر س وyي ي م ج يز
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اخت يكن غ اخت يكن ا مقياس يكنواخت و غير يكنواختق
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اخت كن ا مقياس يكنواختق

 2

اخت كن غ ا مقياس غير يكنواختق

X  2X  2,
Y  0.5
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مقياس يكنواخت و غير يكنواخت
دو مثلثDEFوABC   با مختصات

در ماتريس هاي مقياس

 ضرب شده كه در نتيجه مثلثهايDEF  وABC     با مختصات
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اخت يكن غ اخت يكن ا مقياس يكنواخت و غير يكنواختق

ط كلكا مشخص نيز شكلدركه همانطور  
  اضلاع نسبت دوم تبديل است
اال .استزدههمبه را مثلث

بودن نابرابر مسئله اين علت 
سر  بوده تبديل ماتريس قطرياعضاي ولر
است
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دا ل ح ان دوران حول مبداءد
شود مي انجام مختصات مبداء حول دوران اينجا .در در اينجا دوران حول مبداء مختصات انجام مي شود.
 دوران حول مبداO  به اندازه زاويهθ  نقطهp(x,y)  را به نقطه

p’(x’ y’)ت ا ا دا از نقطه د ه له فا كه ط ه د نگا p (x ,y .مي نگارد به طوريكه فاصله هر دو نقطه از مبدا برابر است (

زاويه بين خطوط               برابرθ مي باشد. poوop 

دوران با استفاده از ماتريس زير بيان مي شود.
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انتقالانتقال
مانند اي نقطه مختصات بخواهيم محورp(x,y)اگر راستاي در هاxرا  اگر بخواهيم مختصات نقطه اي مانندp(x,y)  را در راستاي محورx   ها

.بدست خواهد آمد p’(x+m,y)واحد انتقال دهيم نقطه  mبه اندازه 
د اهد خ ا ق ز :ادله معادله زير برقرار خواهد بود:

با توجه به آنكه در مولفه اولy  وجود ندارد  c=0 ول و ر ب وج رyب وجو
 با توجه به آنكه در مولفه دومx  وجود ندارد  b=0

yض ا دا د لفه ت1د d=1ا y است  1در مولفه دوم داراي ضريب d=1
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ه(انتقال )ادا )ادامه(انتقال

 مقادير بدست آمده حاكي از آن است كه اين ماتريس براي انتقال نقطه
داشت اهد نخ د كا ي گ ديگري كاربرد نخواهد داشتد

 مثلا براي انتقال پاره خط تمام نقاط آن را بايستي انتقال داد كه عاقلانه
.نيست

ماتريس بعدي دو مختصات در نقطه2*2لذا از مستقل كه انتقال براي براي انتقال كه مستقل از نقطه  2*2لذا در مختصات دو بعدي ماتريس 
.باشد وجود ندارد
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ه(انتقال )ادا )ادامه(انتقال
ماتريس يك ميكنيم3*3از استفاده انتقال عملگر جهت به  به جهت عملگر انتقال استفاده ميكنيم3*3از يك ماتريس

اط ل ك ل ا ا اط ا گا ا ا  براي سازگاري مختصات نقاط با ماتريس تبديل نيز يك مولفه به نقاط
.اضافه مي شود

 براي نمايش نقطهp(x,y) از سه تايي مرتبp(x,y,h)   استفاده مي يش ي )pبر ,y)ب ر يي )pز ,y, ي(
.شود

بود خواهد زير صورت به انتقال ماتريس انتقال به صورت زير خواهد بودماتريس

18
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ه(انتقال )ادا )ادامه(انتقال

 به جهت عملگر انتقال استفاده ميكنيم 3*3از يك ماتريس

 براي سازگاري مختصات نقاط با ماتريس تبديل نيز يك مولفه به نقاط اضافه
.مي شود

 براي نمايش نقطهp(x,y)  از سه تايي مرتبp(x,y,h) استفاده مي شود.

19

ه(انتقال )ادا )ادامه(انتقال
كند مي تغيير زير صورت به تبديل هاي ماتريس ماتريس هاي تبديل به صورت زير تغيير مي كند

بود خواهد زير صورت به نيز انتقال ماتريس انتقال نيز به صورت زير خواهد بودماتريس

 كهm   وn  اندازه انتقال در راستاي محورx  وy خواهد بود.
20
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گن ه مختصات همگنختصات

  مختصات همگن براي انعطاف پذيري و نمايش يكنواخت نقاص فضا، در
د ش تفاد ا ي ت كا ك اف .گرافيك كامپيوتري استفاده مي شودگ

  شكل خاصي از مختصات همگن قبلا در ساخت ماتريس تبديلات
ا .استفاده شدا

  مختصات همگن نقاط را در فضايي كه داراي يك بعد بيشتر از فضاي
.اصلي است نمايش مي دهد

يبعنوان مثال نمايش همگن نقاط و اعمال در فضاي دو بعدي، نقاطي با و ر ل و ن ش ل ن و
.بودند 3*3سه مولفه و ماتريسهايي 
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انتقالانتقال
است زير صورت به همگن مختصات در انتقال :ماتريس ماتريس انتقال در مختصات همگن به صورت زير است:

بنابراين:

ط ا ا ك ا )ك )ا( ل(  كه ثابت مي كند اين ماتريس نقطه(x,y) را به(x+m,y+n)   منتقل
.مي كند
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)ثال(انتقال )مثال(انتقال 
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4)ثال(انتقال 5 )مثال(انتقال 
3.5

4

4.5

2.5

3

Old

1

1.5

2
Old

Converted

0

0.5

1

0 2 4 6

ا مقياسق
از است عبارت همگن مقياس :ماتريس ماتريس مقياس همگن عبارت است از:

بنابراين:

 كه ثابت مي كند نقطه(x,y,1) به نقطه(Sxx,Syy,1)  تبديل شده
.است
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ا )ثال(ق )مثال(مقياس
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ا )ثال(ق )مثال(مقياس
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2 D Rotation2-D Rotation

( ’  ’)(x’, y’)

(x  y)(x, y)


x’ = x cos() - y sin()

 y’ = x sin() + y cos()

دا ل ح ان دوران حول مبداءد
زاويه اندازه به مبداء حول دوران همگن مختصات ازθدر است :عبارت  در مختصات همگن دوران حول مبداء به اندازه زاويهθ عبارت است از:

زاويه مثبت دوران در جهت خلاف عقربه هاي ساعت است.
بنابراين: بنابراين:
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دا ل ح ان دوران حول مبداءد
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دا ل ح ان دوران حول مبداءد
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شكل يك ي خط ديل ت د ال اعمال دو تبديل خطي روي يك شكلاع
با متناظر شكل يك روي خطي تبديل دو اعمال همگن مختصات در   در مختصات همگن اعمال دو تبديل خطي روي يك شكل متناظر با

.حاصلضرب ماتريس هاي تبديل آنهاست

ابتدا مي خواهيم به اندازه : مثالθ   شكلي را حول مبدا دوران دهيم و
ا اا ا اا ا ا ا انتقال دهيم مي توانيم از   xواحد در راستاي محورmسپس به اندازه 

:ماتريس زير استفاده كنيم
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ال ت ديلات تبديلات متواليت

y’’’
x’’’

'S(1/2)''

)2/(R' 



xx

xx

y
x’

y

or

''T(5,4)'''  xx
y’

x’’

)2/2)R(T(5,4)S(1/ M

 with,M'''


 xx

x

x

y’’

)) (( ) (
x

اين امكان وجود دارد كه نتيجه تبديلات متوالي را به صورت يك ماتريس تبديل واحد كه تلفيق همه  
.تبديلات است نمايش داد
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ديلات ت ت ترتيب تبديلاتت

y’y

y y

x’

x x

xx )T(2,3)R(30''  xx )R(30)T(2,3'' 

ها ي مات ب جابجايض ت متفاوتخاص هاي ب ت ت لذا د، ندا
35

ندارد، لذا ترتيب هاي متفاوت  خاصيت جابجايي ضرب ماتريس ها
.نتيجه متفاوت خواهند داشت

اه دلخ نقطه ل ح ان دوران حول نقطه دلخواهد
زاويه اندازه به دوران خط دلخواهθتبديل نقطه x)حول ,y سه( از  تبديل خطي دوران به اندازه زاويهθ حول نقطه دلخواه(x0,y0)   از سه

:تبديل زير تشكيل شده است
نقطه(x y ده( م انتقال دا م به ا  نقطه(x0,y0) را به مبدا انتقال مي دهيم
 دوران به اندازه زاويهθ را انجام مي دهيم
نقطه داندن بازگ بازگرداندن نقطه

لذا ماتريس متناظر با اين دوران به صورت زير است:
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اه دلخ نقطه ل ح ان )ثال(د )مثال(دوران حول نقطه دلخواه
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اه دلخ نقطه ل ح ان )ثال(د )مثال(دوران حول نقطه دلخواه
داريم حاصل ماتريس در رئوس مختصات ضرب :با با ضرب مختصات رئوس در ماتريس حاصل داريم:
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اه دلخ نقطه ل ح ان )ثال(د )مثال(دوران حول نقطه دلخواه
داريم حاصل ماتريس در رئوس مختصات ضرب :با با ضرب مختصات رئوس در ماتريس حاصل داريم:
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اه دلخ خط يك به ت ن كا انعكاس نسبت به يك خط دلخواهان
هاي محور به نسبت آورديمyوxانعكاس بدست قبلا را  انعكاس نسبت به محور هايxوy را قبلا بدست آورديم
 انعكاس نسبت به خط دلخواهax+by+c=0 به صورت زير مي باشد:

ا ا ك ذك خط ل تبديل خط مذكور به يكي از محورها
انعكاس نسبت به آن محور
ل ا ل ك ل تبديل معكوس تبديل اول

 فرض كنيدb≠0   محل تقاطع اين خط با محورy  نقطه(0,-c/b)
ابتدا نقطه فوق را به مبدا منتقل مي كنيم
 خط حاصل از مبدا مي گذردو با همان شيب خط اصلي)tan θ =-a/b( ي يب ن ب و ر ي ب ز )/(ل
θ  زاويه بين خط و محورx است
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اه دلخ خط يك به ت ن كا ه(ان )ادا )ادامه(انعكاس نسبت به يك خط دلخواه
اندازه به دوران محور–θبا روي به مربوطه شودxخط م نگاشته با دوران به اندازهθخط مربوطه به روي محورx نگاشته مي شود.

ا ا اا ا حال تبديل انعكاس نسبت به محورx انجام مي شود.

 معكوس دوران را انجام مي دهيم كه دوران به اندازهθ مي باشد.

 مبدا را به نقطه(0,-c/b)
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اه دلخ خط يك به ت ن كا ه(ان )ادا )ادامه(انعكاس نسبت به يك خط دلخواه
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لات د 3Dتبديلات 3Dت
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بعدي سه )3D(تبديلات )3D(تبديلات سه بعدي 

zدوران حول محور 
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بعدي سه لدوران ا   x دوران حول محور دوران سه بعدي
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مثبت جهت در دوران در جهت مثبتدوران

دي ب ه ديلات )3D(ت )3D(تبديلات سه بعدي

مقياس

انتقال

دوران
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دي ب ه ديلات )3D(ت )3D(تبديلات سه بعدي

Original scale all axes scale Y axis

49offset from origin distance from origin also scales

دي ب ه ديلات )3D(ت )3D(تبديلات سه بعدي

zدرجه حول محور  45دوران 
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